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Πρόλογος 
 

 

 Σκοπός του παρόντος συγγράµµατος είναι να αναδείξει τη συµβολή 

των καθαρών µαθηµατικών στην ανάπτυξη και λειτουργία οποιουδήποτε 

οικονοµικού συστήµατος. Σε κάθε βήµα των µαθηµατικών µεθόδων που 

περιγράφονται, αντικατοπτρίζεται η σηµασία τους στην επίλυση των 

προβληµάτων της οικονοµικής θεωρίας. Ο προσδιορισµός και η µελέτη του 

συνόλου των σχέσεων αλληλεξάρτησης των διαφόρων οικονοµικών 

µεγεθών, όπως κόστος, έσοδα, τιµές, παραγωγή, κατανάλωση, επένδυση 

κ.ά., αποτελεί βασική επιδίωξη κάθε οικονοµικής ανάλυσης. 

 Για την εφαρµογή της µαθηµατικής ανάλυσης στη µελέτη και επίλυση 

οικονοµικών προβληµάτων δεν είναι πάντα αναγκαίο να γνωρίζουµε την 

ακριβή µορφή των µαθηµατικών σχέσεων που συνδέουν τις οικονοµικές µε-

ταβλητές. ∆ηλαδή, η απόδειξη µιας πληθώρας οικονοµικών προτάσεων βα-

σίζεται µόνο στην πληροφορία, ότι οι τιµές ενός οικονοµικού µεγέθους 

εξαρτώνται από τις τιµές ενός άλλου οικονοµικού µεγέθους και η συναρ-

τησιακή αυτή σχέση εκφράζεται µε µια παραγωγίσιµη συνάρτηση. 

 Η µαθηµατική ανάλυση των οικονοµικών σχέσεων µπορεί να πάρει τη 

µορφή ποιοτικής, παραµετρικής και ποσοτικής ανάλυσης. 

 Η ποιοτική ανάλυση (qualitative analysis) αναφέρεται στον προσδιο-

ρισµό της κατεύθυνσης µεταβολής µιας ή περισσότερων οικονοµικών µε-

ταβλητών σε σχέση µε τη µεταβολή µιας ή περισσότερων άλλων οικονοµι-

κών µεταβλητών. Στην περίπτωση παραγωγίσιµων οικονοµικών συναρτή-

σεων, η κατεύθυνση µεταβολής εκφράζεται πλήρως µε το πρόσηµο της πα-

ραγώγου ή των µερικών παραγώγων. 
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 Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονίσουµε, ότι τα προβλήµατα ποιοτικής 

οικονοµικής ανάλυσης, από τη φύση τους είναι προβλήµατα συνδυαστικής 

ανάλυσης και βρίσκουν την πιο αποτελεσµατική τους αντιµετώπιση στα 

πλαίσια της θεωρίας των προσηµασµένων γραφηµάτων (signed graphs).  

Η παραµετρική ανάλυση (parametric analysis) αναφέρεται σε µια 

οικογένεια οικονοµικών σχέσεων ή συναρτήσεων που έχουν την ίδια µορφή 

έτσι ώστε κάθε µέλος της οικογένειας αυτής προκύπτει, όταν δώσουµε συ-

γκεκριµένες τιµές στις παραµέτρους. Με την παραµετρική ανάλυση προσ-

διορίζονται διαστήµατα µεταβολής των παραµέτρων, έτσι ώστε να ενσω-

µατώνονται οι πραγµατικές οικονοµικές συνθήκες που διαµορφώνουν τις 

τιµές των µεταβλητών του διαστήµατος. Εκφράζονται ακόµη τυχόν τυπικά 

ακρότατα ή σηµεία καµπής των συναρτήσεων αυτών σα συναρτήσεις των 

τιµών των παραµέτρων. 

Τέλος,  η ποσοτική ανάλυση (quantitative analysis) µελετά τις ποσοτι-

κοποιηµένες σχέσεις που προκύπτουν, όταν οι παράµετροι πάρουν συγκε-

κριµένες αριθµητικές τιµές.  Έτσι µε την ανάλυση αυτή προσδιορίζονται 

συγκεκριµένες αριθµητικές τιµές των οικονοµικών µεταβλητών, που είναι 

οι βασικές για την επίλυση προβληµάτων οικονοµικής επιλογής και πιο γε-

νικά για τη διαδικασία λήψης οικονοµικών αποφάσεων.  

Το είδος, η έκταση και η µορφή της µαθηµατικής ανάλυσης που χρησι-

µοποιείται εξαρτάται κυρίως από τη φύση των οικονοµικών σχέσεων και 

µεταβλητών που µελετώνται. Έτσι η µελέτη οικονοµικών µεταβλητών που 

δεν συνδέονται  µε συναρτησιακές σχέσεις µπορεί να γίνει πιο αποτελεσµα-

τικά στα πλαίσια µιας περιοχής των µοντέρνων µαθηµατικών που ονοµά-

ζεται θεωρία γραφηµάτων. Όταν όµως οι οικονοµικές µεταβλητές εκφρά-

ζονται µε συναρτήσεις πραγµατικών µεταβλητών, τότε η πιο κατάλληλη 

µαθηµατική ανάλυση για τη µελέτη των οικονοµικών αυτών σχέσεων είναι 

οι τεχνικές του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού. 

Εποµένως, η χρησιµοποίηση της µαθηµατικής ανάλυσης στην καλύ-

τερη κατανόηση και επίλυση οικονοµικών προβληµάτων είναι θέµα 

αναγκαιότητας και όχι επιλογής. 
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Αναφορικά µε τη δοµή του βιβλίου αυτού, θα ήθελα να επισηµάνω ότι 

αναφέρεται σε διαφορετικούς τύπους αναγνωστών. 

Τα πρώτα κεφάλαια στοχεύουν πρωταρχικά σε αναγνώστες χωρίς µα-

θηµατικό υπόβαθρο, το οποίο θα αποκτηθεί πιθανόν µεταγενέστερα µε κα-

τάλληλη σειρά µαθηµάτων. Τέτοιου είδους αναγνώστες θα πρέπει να συνη-

θίσουν στην εφαρµογή των στοιχειωδών µεθόδων, πριν προχωρήσουν σε 

πιο δυναµικές διαδικασίες που περιγράφονται στα τελευταία κεφάλαια. 

Ο πιο ενηµερωµένος αναγνώστης µπορεί να χρησιµοποιήσει τα πρώτα 

κεφάλαια για επανάληψη και να προχωρήσει αµέσως στην επόµενη εργα-

σία. Ο έµπειρος µαθηµατικός οικονοµολόγος µπορεί να θεωρήσει το βιβλίο 

σαν εργαλείο αναφοράς και έρευνας νέων µεθόδων επίλυσης οικονοµικών 

προβληµάτων. 

Σε κάθε κεφάλαιο επισυνάπτεται ικανός αριθµός ασκήσεων, που θα 

εξοικειώσουν τον αναγνώστη µε τα µαθηµατικά εργαλεία και τις εφαρµογές 

τους σε διακριτά οικονοµικά προβλήµατα. Η µέθοδος θεραπείας τους θα 

καταδείξει την προσπάθεια µιας συστηµατικής ανάπτυξης της µαθηµατικής 

οικονοµικής θεωρίας, αλλά οι ουσιώδεις δοµές µιας τέτοιας θεωρίας θα 

βρεθούν είτε στο κείµενο είτε στις ασκήσεις. 

 

Σεπτέµβριος 2005 Α. Αλεξανδράκης 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 14 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 

 

 

 

 

14.1. Ορισµός του Ορισµένου Ολοκληρώµατος 

 

 Η έννοια του ολοκληρώµατος έχει δύο διαφορετικά χαρακτηριστικά, 

και δύο αντίστοιχες διακριτές εφαρµογές. Από τη µια πλευρά, ένα 

ολοκλήρωµα είναι η οριακή τιµή µιας ορισµένης αθροιστικής παράστασης, 

η οποία συχνά εµφανίζεται στην µαθηµατική ανάλυση και η οποία 

αντιστοιχεί, µε διαγραµµατικούς όρους, σε µια περιοχή που περικλείεται 

από µια επίπεδη καµπύλη ή καµπύλες. Τότε το ολοκλήρωµα καλείται 

“ορισµένο ολοκλήρωµα”. Από την άλλη πλευρά, ένα ολοκλήρωµα είναι το 

αποτέλεσµα της αντιστροφής της διαδικασίας διαφόρισης. Η παράγωγος 

µιας συνάρτησης µιας µεταβλητής είναι από µόνη της µια συνάρτηση 

κάποιας µεταβλητής. Το αντίστροφο πρόβληµα είναι να αποκτήσουµε, από 

µια δοσµένη συνάρτηση, µια δεύτερη συνάρτηση, η οποία έχει την πρώτη 

σαν παράγωγό της. Η δεύτερη συνάρτηση, καλείται “αόριστο” 

ολοκλήρωµα της πρώτης. 

 Υποθέτουµε ότι η ( )y f x=  είναι µια µονό-τιµη συνάρτηση, η οποία 

είναι συνεχής, για όλες τις τιµές του x στο δοσµένο διάστηµα [ ],  x a x b= = . 

Το διάστηµα του x, µήκους ( )b a− , διαιρείται µε όποιον τρόπο θέλουµε σε 

n τµήµατα µε µέσα των σηµείων διαιρέσεως: 

 

1 2 3 1 1
, , ,..., , ,

n n n
a x x x x x x b

− +
= = . 
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 Σχηµατίζουµε το άθροισµα: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 2 3 4 3 1 1 1
...

n n n n n n
f x x x f x x x f x x x f x x x f x x x

− − +
− + − + − + + − + −  

 

όπου κάθε όρος αποκτάται από ένα διαφορετικό τµήµα και αποτελείται από 

το µήκος του τµήµατος επί την τιµή της συνάρτησης στο χαµηλότερο (ή το 

αριστερότερο) σηµείο του τµήµατος. Για ευκολία, γράφουµε: 

( )( )1

1

n

r r r

r

f x x x
+

=

−∑ , 

όπου ο γραφόµενος όρος, είναι τυπικός r-όρος του αθροίσµατος και το 

σύµβολο 
1

n

r=

∑ δηλώνει ότι όλοι αυτοί οι όροι, από τον πρώτο ( )1r =  µέχρι 

τον         n-οστό ( )r n=  πρέπει να προστεθούν µαζί. Ο αριθµός n των 

τµηµάτων στα οποία διαιρείται το δοσµένο διάστηµα, αυξάνεται µε 

οποιοδήποτε τρόπο, έτσι ώστε κάθε τµήµα να γίνεται µικρότερο. Τότε το 

άθροισµα αυξάνεται και πλησιάζει µια ορισµένη οριακή τιµή. Η οριακή 

τιµή που προσεγγίζεται καθώς το n→∞ , καλείται ορισµένο ολοκλήρωµα 

(definite integral) της συνάρτησης µεταξύ του κατώτατου ορίου α και του 

ανώτατου ορίου b και γράφουµε συµβολικά ( )
b

a

f x dx∫ . Έτσι: 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ: ( ) ( )( )1

1

lim

n
b

r r r
a n

r

f x dx f x x x
+

→∞
=

= −∑∫ . 

 

 Η διαδικασία εύρεσης του ολοκληρώµατος µιας συνάρτησης καλείται 

ολοκλήρωση (integration). Από τον ορισµό, φαίνεται ότι, η τιµή ενός 

ορισµένου ολοκληρώµατος είναι απλά ένας αριθµός, ο οποίος µπορεί να 

είναι θετικός ή αρνητικός και ο οποίος εξαρτάται µόνο από τον τύπο της 

συνάρτησης και από τις τιµές των ορίων (α και b) που παίρνουµε. 

 Αθροίσµατα διαφορετικά από αυτό που αναφέραµε παραπάνω, έχουν 

ακριβώς την ίδια οριακή τιµή, το ορισµένο ολοκλήρωµα, καθώς το n→∞ . 

Τέτοια αθροίσµατα σχηµατίζονται παίρνοντας, για κάθε τµήµα, το µήκος 

του τµήµατος επί την τιµή της συνάρτησης στο ανώτερο (από δεξιά) σηµείο 
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του τµήµατος, ή σε οποιοδήποτε ενδιάµεσο σηµείο του τµήµατος. 

Πράγµατι, πάλι ισχύει: 

( ) ( )( )'

1

1

lim

b n

r r r
n

ra

f x dx f x x x
+

→∞
=

= −∑∫ , 

όπου το '

r
x  µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ 

r
x  και 

1r
x

+
. 

 Το ολοκλήρωµα από το x a=  στο x b=  διαιρείται σε ένα αριθµό 

τµηµάτων, εκ των οποίων το ∆x είναι ένα τυπικό τµήµα µε το x, ένα σηµείο 

που περιλαµβάνεται σε αυτό. 

 Τότε: 

( ) ( )lim

b

a

f x dx f x x= ∆∑∫ , 

όπου κάθε τµήµα, µήκους ∆x, πολλαπλασιάζεται µε την τιµή της 

συνάρτησης ( )f x , σε ένα σηµείο του τµήµατος, το όλο σύνολο των 

γινοµένων αθροίζεται και βρίσκουµε το όριο του αθροίσµατος, καθώς ο 

αριθµός των τµηµάτων στα οποία το δοθέν πεδίο ( ),a b  διαιρείται, 

αυξάνεται άπειρα. 

 Οι ακόλουθες ιδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος προκύπτουν 

από τον ορισµό: 

 Αν ( )f x  και ( )xϕ  είναι µονό-τιµες συναρτήσεις συνεχείς υπεράνω 

των σχετικών διαστηµάτων, τότε: 

 (1) ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  

 (2) ( ){ } ( )
b b

a a

f x dx f x dx− = −∫ ∫  

 (3) ( ) ( ) ( )   
b b

a a

f x dx f x dx άκ κ κ σταθερ= =∫ ∫  

 (4) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

 (5) ( ) ( ){ } ( ) ( )
b b b

a a a

f x x dx f x dx x dxϕ ϕ+ = +∫ ∫ ∫ . 
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 Θα αποδείξουµε την τελευταία ιδιότητα (5): 

 

Έχουµε 

( ) ( ){ }( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 1

1 1

n n

r r r r r r r r r r

r r

f x x x x f x x x x x xϕ ϕ
+ + +

= =

+ − = − + − =∑ ∑  

( )( ) ( )( )1 1

1 1

n n

r r r r r r

r r

f x x x x x xϕ
+ +

= =

= − + −∑ ∑ , 

δηλαδή, 

( ) ( ){ } ( ) ( )
b b b

a a a

f x x dx f x dx x dxϕ ϕ+ = +∫ ∫ ∫  

παίρνοντας το όριο, καθώς n→∞  και χρησιµοποιώντας την ιδιότητα, ότι, 

το όριο του αθροίσµατος είναι το άθροισµα των ξεχωριστών ορίων. Το 

προηγούµενο αποτέλεσµα επεκτείνεται στην ολοκλήρωση µιας διαφοράς 

συναρτήσεων ( ) ( )( )f x xϕ− , και φανερά, στην ολοκλήρωση αθροίσµατος 

ή διαφορών οποιουδήποτε αριθµού ξεχωριστών συναρτήσεων. 

 

Παράδειγµα 

 Αν η ( )f x  είναι συνεχής, το άθροισµα ( )1

1

1 2

n

r r

r r

r

x x
f x x+

+

=

+ 
− 

 
∑ , έχει 

το ( )
b

a

f x dx∫  σαν οριακή τιµή, καθώς n→∞ . ∆είξτε ότι: 

( )2 21

2

b

a

xdx b a= −∫ . 

 

Λύση 

 Έχουµε: 

( )
2 2

1 1

1

1 12 2

n n

r r r r

r r

r r

x x x x

x x
+ +

+

= =

+ −
− =∑ ∑  και 

 

( )
2 2

2 21

1

1
lim

2 2

b n

r r

n
ra

x x
xdx b a

+

→∞
=

−

= = −∑∫  



γ                                          
  

 
 

             
                   f                                          

   
 

 

f x  x     

                             
 

 

f x dx                              

  f x                                  a b                         

             

          ( ) 2f x x=      [ ] [ ], 0,1a b =         

 

( )
1

1 1 3

2

0 0 0

1

3 3

x
f x dx x dx= = =∫ ∫   

                 ( ) 2f t t=      [ ] [ ], 0,1a b =        

( )
1

1 1 3

2

0 0 0

1

3 3

t
f t dt t dt= = =∫ ∫   

                 

( ) ( ) ( ) ( )...

b b b b

a a a a

f x dx f t dt f z dz f v dv= = = =∫ ∫ ∫ ∫   

 

    Γενικά      [ ]1 2
, ,..., ,

v
γ γ γ α β∈        

( ) ( ) ( ) ( )
32 1

1 2 1

... 0

v

v v

f x dx f x dx f x dx f x dx

Ο ΟΟ Ο

Ο Ο Ο Ο!

     ∫ ∫ ∫ ∫      

                              

 

                                     f x f x f x                            

      

  
β β β β

1 2 1 2

α α α α

                    f x f x f x dx f x dx f x dx f x dx! ! ! ! ! ! !               
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(5) (Ιδιότητα της γραµµικότητας) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
... ...

v v v v
f x f x dx f x dx f x dx+ + = + + =  ∫ ∫ ∫

β β β

α α α

κ κ κ κ  

1 1
( ) ... ( )

v v
k f x dx k f x dx+ + =∫ ∫

β β

α α

 

( )
1

v

i i

i

f x dx

β

α

κ

=

=∑ ∫   (7) 

 

(6) (Ιδιότητα της µονοτονικότητας). Αν οι συναρτήσεις ,  f g  είναι 

συνεχείς στο [ ],α β  και ( ) ( ) [ ] ,f x g x x α β≤ ∀ ∈ , τότε: 

 

( ) ( )f x dx g x dx

β β

α α

≤∫ ∫   (8) 

 

(7) Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο [ ],α β  και ( ) 0f x ≥ [ ],x α β∀ ∈ , 

τότε 

( ) 0f x dx

β

α

≥∫  (9) 

 

(8) Αν η  f  συνεχής στο [ ],α β , τότε: 

 

( ) ( )
x

f x dx f t dt
ξ

=∫ ∫   (10) 

όπου ξ τυχαίο αλλά ορισµένο σηµείο του [ ],α β , το x είναι η µεταβλητή 

στο [ ],α β . 

 

(9) Αν η συνάρτηση g και η παράγωγός της g’ είναι συνεχείς συναρτήσεις 

στο [ ],α β  µε [ ]( ) [ ], ,g α β α β⊂  και η  f  συνεχής στο [ ],α β , τότε: 
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( )( ) ( ) ( )
( )

( )

'

g

g

f g x g x dx f t dt

ββ

α α

=∫ ∫  (11) 

 

(10) Αν η  f  συνεχής στο [ ],α β , ( ) 0f x ≥ , [ ],x α β∀ ∈  και υπάρχει το 

( )f x dx

β

α

∫  τότε υπάρχει το ( )f x dx

β

α

∫ . 

 

(11)  Ισχύει ότι: 

 

( ) ( )f x dx f x dx

β β

α α

≤∫ ∫ , (αφού  ( ) ( )f x f x± ≤ ). 

 

(12)  Αν m και M είναι η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή αντίστοιχα της  f  στο 

[ ],α β  τότε: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

m f x dx M m f x dx M

β β

α α

β α β α
β α

− ≤ ≤ − ⇔ ≤ ≤

−
∫ ∫ . 

 

(13)  (Θεώρηµα µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού) 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο [ ],α β , τότε υπάρχει ( ),ξ α β∈  

τέτοιο ώστε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

f x dx f f x dx f

β β

α α

β α ξ ξ
β α

= − ⇔ =

−
∫ ∫  

Απόδειξη: Επειδή η  f  είναι συνεχής στο [ ],α β ⇒  η  f  ολοκληρώσιµη στο 

[ ],α β ⇒  υπάρχει παράγουσά της F(x), δηλαδή ( ) ( ) [ ]' ,  ,F x f x x α β= ∀ ∈  

Από το θεώρηµα της µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού για την F 

έχουµε, ότι υπάρχει ( ),ξ α β∈  τέτοιο ώστε 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )'F F F F F fβ α ξ β α β α ξ β α− = − ⇔ − = − ⇒  
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( ) ( )( )f x dx f

β

α

ξ α β⇒ = −∫ . 

 

(14)  (Σχέση ορισµένου και αορίστου ολοκληρώµατος) 

Αν η συνάρτηση ( ) [ ],  ,f t t α β∈  είναι συνεχής (άρα ολοκληρώσιµη), τότε 

η συνάρτηση 

( ) ( ) [ ],  ,

x

a

F x f t dt x α β= ∈∫  

είναι παραγωγίσιµη και µάλιστα 'F f= . 

 

(15)  (Τύπος  του Taylor) 

Υποθέτουµε ότι η ν-οστή παράγωγος µιας συνάρτησης  f  είναι συνεχής στο 

διάστηµα [ ],α β . Τότε για κάθε x και 
o
x  του [ ],α β  ισχύει: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

1

1

' ...
1 !

v

vo

o o o o v

x x
f x f x x x f x f x R

v

−

−

−

= + − + + +

−

 

όπου το υπόλοιπο 
v
R  δίνεται από τον τύπο: 

 

( ) ( ) ( )
11

!
o

x

v v

v

x

R x t f t dt
v

−

= −∫ . 

 

 

14.2. Τα ορισµένα ολοκληρώµατα σαν εµβαδά χωρίων 

 

 Η διαγραµµατική παράσταση ενός ορισµένου ολοκληρώµατος, καθιστά 

την έννοια πιο φανερή, και ταυτόχρονα, οδηγεί σε σηµαντικές εφαρµογές. 

Υποθέτουµε, πρώτα, ότι b a>  και ότι η συνεχής συνάρτηση ( )f x  δέχεται 

µόνο θετικές τιµές µεταξύ x a=  και x b= . Ακόµη, για ευκολία, η 

συνάρτηση θεωρείται µονότιµα αύξουσα. Η συνάρτηση παριστάνεται τότε 

σαν µια συνεχής καµπύλη που βρίσκεται πάνω από τον οριζόντιο άξονα Ox 

και αυξάνει προς τα δεξιά µεταξύ των ευθειών ΑΡ (στο x a= ) και BQ (στο 
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x b= ) όπως φαίνεται στο παρακάτω Σχήµα 1. Έστω CD ένα τυπικό µέλος 

( )1,

r r
x x

+
 των n τµηµάτων στα οποία διαιρούµε το διάστηµα ΑΒ (n=8 στο 

Σχήµα 1). Η συνεισφορά αυτού του τµήµατος στο άθροισµα 

( )( )1

1

n

r r r

r

f x x x
+

=

−∑  είναι CD επί CR, η κάθετη της καµπύλης στο C, 

δηλαδή το εµβαδόν του ορθογωνίου µε το CD σαν βάση και το CR σαν 

ύψος. Άρα, το όλο άθροισµα, είναι το άθροισµα των εµβαδών των 

ορθογωνίων, που είναι γραµµοσκιασµένα στο Σχήµα 1, µια περιοχή που 

βρίσκεται πλήρως κάτω από την καµπύλη µεταξύ των Ρ και Q. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1 

 

 Καθώς ο αριθµός των τµηµάτων αυξάνεται, και το κάθε τµήµα γίνεται 

µικρότερο, η γραµµοσκιασµένη περιοχή, εµπεριέχοντας έναν αυξανόµενο 

αριθµό ορθογωνίων που γίνονται σταθερά πιο λεπτά, πρέπει να αυξάνεται 

και να προσεγγίζει µια οριακή τιµή, την οποία µπορούµε να ταυτίσουµε µε 

την περιοχή κάτω από την καµπύλη, υπεράνω του Ox και µεταξύ των 

ευθειών ΑΡ και BQ. Άρα το παραπάνω άθροισµα έχει αυτή την περιοχή σαν 

όριο και: 

( ) ( )  κάτω από την καµπύλη 

b

a

f x dx ή QP y f xπεριοχ= ΑΒ =∫ . 

Α 

Ρ 

C 

R 

D 

S 

Q 

B O 

y 

x 
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 Φανερά, το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει αν αρχίσουµε από κάποιο άλλο 

άθροισµα, που χρησιµοποιείται για τον ορισµό του ολοκληρώµατος. Το 

άθροισµα ( )( )1

1

n

r r r

r

f x x x
+

=

−∑  παριστάνεται από ένα άθροισµα ορθογωνίων 

περιοχών, ένα τυπικό ορθογώνιο µε βάση το CD και ύψος το DS. Έχουµε 

τώρα µια µη-κανονική περιοχή που περικλείεται από την καµπύλη και 

καθώς ο αριθµός των τµηµάτων αυξάνεται, η περιοχή µειώνεται και 

προσεγγίζει µια οριακή τιµή, η οποία είναι το εµβαδόν του ABQP κάτω από 

την καµπύλη. Ακόµη, το άθροισµα ( )( )'

1

1

n

r r r

r

f x x x
+

=

−∑ , όπου '

r
x  είναι 

οποιαδήποτε τιµή µεταξύ 
r
x  και  

1r
x

+
, είναι το άθροισµα των ορθογώνιων 

περιοχών. (Μια τυπική ορθογώνια περιοχή έχει βάση το CD και ύψος ίσο 

µε κάποια κάθετη της καµπύλης πάνω από την CD). Αυτή, η περιοχή, πάλι 

προσεγγίζει την περιοχή ABQP κάτω από την καµπύλη, καθώς ο αριθµός 

των τµηµάτων αυξάνεται. Το όριο είναι πάντοτε το ορισµένο ολοκλήρωµα 

και φαίνεται από το εµβαδόν του χωρίου ABQP κάτω από την καµπύλη. 

 Το ίδιο επιχείρηµα εφαρµόζεται, όταν η συνάρτηση, δεν είναι µονότονα 

αύξουσα µεταξύ των x a=  και x b= . Το ολοκλήρωµα µπορεί πάντοτε να 

παρασταθεί σαν το εµβαδόν του χωρίου κάτω από την καµπύλη ( )y f x= , 

πάνω από τον άξονα Ox και µεταξύ των κατακόρυφων ευθειών x a=  και 

x b= . Αυτό φαίνεται στο Σχήµα 2 παρακάτω. Όταν η συνάρτηση ( )f x  

δέχεται αρνητικές τιµές µεταξύ των x a=  και x b=  ( )b a> , κάνουµε 

υποθετικές διακρίσεις µεταξύ θετικών και αρνητικών περιοχών. 

 Αν η ( )
r

f x  είναι αρνητική, τότε η συνεισφορά του τµήµατος ( )1,

r r
x x

+
 

στο άθροισµα ( )( )1

1

n

r r r

r

f x x x
+

=

−∑  είναι αρνητική και φαίνεται από το 

ορθογώνιο κάτω από τον άξονα Ox. Όταν πάρουµε το όριο, το 

ολοκλήρωµα ( )  
b

a

f x dx∫  αντιπροσωπεύεται πάλι από µια περιοχή µεταξύ 

της καµπύλης ( )y f x= , τον άξονα Ox και των κατακόρυφων ευθειών 

x a=  και x b= , προβλέποντας ότι, κάθε τµήµα της περιοχής που βρίσκεται 
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πάνω από τον άξονα Ox λαµβάνεται σαν θετικό, και όποια τµήµατα 

βρίσκονται κάτω από τον άξονα Ox σαν αρνητικά, όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 3. Το ολοκλήρωµα ή το εµβαδόν θα είναι τότε αρνητικά ή θετικά. 

Τώρα, το ολοκλήρωµα ( )
b

a

f x dx∫  δεν είναι το άθροισµα, αλλά η διαφορά, 

των αριθµητικών εµβαδών PAC και QBC του Σχήµατος 3. Αν το 

αριθµητικό άθροισµα ζητείται, οι περιοχές PAC και QBC πρέπει να 

ληφθούν ξεχωριστά, σαν: 

( )  
c

a

f x dx∫  και  ( )
b

c

f x dx−∫ ,  όπου OC=c 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2        Σχήµα 3 

 

 Έτσι, αν η συνάρτηση ( )y f x=  είναι θετική στο διάστηµα ( ),a b  και η 

καµπύλη είναι πάνω από τον άξονα Ox, τότε το ολοκλήρωµα ( )  
b

a

f x dx∫  

είναι θετικό και µετράται από τον εµβαδόν µιας περιοχής κάτω από την 

καµπύλη. Αν η συνάρτηση είναι αρνητική, στο διάστηµα και η καµπύλη 

βρίσκεται κάτω από τον άξονα Ox, τότε το ολοκλήρωµα είναι αρνητικό, και 

αριθµητικά ίσο µε το εµβαδόν του χωρίου κάτω από τον άξονα Ox και πάνω 

O 

y 

x α b 

( )  
b

a

f x d x∫
O A C 

P 

Q 

B 

y 

x 

+

−
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από την καµπύλη. Αν η συνάρτηση αλλάζει πρόσηµο µέσα στο διάστηµα, 

και η καµπύλη διασχίζει τον άξονα Ox, τότε το ολοκλήρωµα µπορεί να είναι 

θετικό ή αρνητικό, και παριστάνεται από το αλγεβρικό άθροισµα µιας 

θετικής περιοχής (πάνω από τον Ox) και µιας αρνητικής περιοχής (κάτω 

από τον Ox). 

 Μια επιπλέον συνθήκη στη θεώρηση του προσήµου µιας περιοχής 

χρειάζεται, για να ερµηνεύσουµε το ολοκλήρωµα ( )  
b

a

f x dx∫  σαν µια 

περιοχή στην περίπτωση που a b> . Καθένας από τους όρους ( )1r r
x x

+
−  

που εµφανίζονται σε οποιαδήποτε από τα αθροίσµατα που ορίζουν το 

ολοκλήρωµα, είναι τώρα αρνητικός, αντί για θετικός, και τα αντίστοιχα 

ορθογώνια χωρία περιγράφονται από τα δεξιά προς τα αριστερά, αντί για 

την γνωστή µας διεύθυνση. Απλά, χρειαζόµαστε τη συνθήκη, ότι, µια 

περιοχή που περιγράφεται από δεξιά προς τα αριστερά είναι αριθµητικά 

ίση, αλλά αντίθετη στο πρόσηµο, µε την όµοια περιοχή που περιγράφεται 

από τα αριστερά προς τα δεξιά. 

 Σε όλες τις περιπτώσεις, το ολοκλήρωµα ( )
b

a

f x dx∫  µετράται από το 

εµβαδόν του χωρίου, µεταξύ της καµπύλης ( )y f x= , του άξονα Ox και 

των κατακόρυφων ευθειών x a=  και x b= . ∆ιάφορα εµβαδά πρέπει να 

θεωρηθούν ότι έχουν πρόσηµα σύµφωνα µε τις συνθήκες και αναφέραµε. 

Το συνολικό εµβαδόν, είναι το αλγεβρικό (και όχι το αριθµητικό) άθροισµα 

των ξεχωριστών τµηµάτων, και µπορεί να είναι θετικό ή µπορεί να είναι 

αρνητικό. 
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Γεωµετρική ερµηνεία του ορισµένου ολοκληρώµατος 

 

Α) Εµβαδό επίπεδου χωρίου 

 

 ∆ίνεται η συνάρτηση  f , ορισµένη και συνεχής στο [ ],α β . Αρχικά, 

δεχόµαστε ότι ( ) [ ]0,  ,f x x α β≥ ∀ ∈ . Θεωρούµε το διάγραµµα της  f . 

Ζητείται να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το 

διάγραµµα της  f , την ευθεία x a= , την ευθεία x β=  και τον άξονα x΄Ox, 

συµβολίζουµε µε (Ε) το εµβαδόν αυτό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4 

 

 Το εµβαδόν επιπέδου χωρίου που περικλείεται από µια καµπύλη 

προσεγγίζεται µε το εµβαδόν που περικλείει µια εγγεγραµµένη σ΄ αυτήν 

πολυγωνική γραµµή. 

 

1
η
 περίπτωση: Αν η  f  είναι γραµµική, έστω ( )f x xκ λ= + , τότε το χωρίο 

Ε είναι ένα τραπέζιο του οποίου γνωρίζουµε το εµβαδόν: 

 

( ) ( )
( )

2

f fα β
β α

+

⋅ −  

Εξάλλου 

( ) ( )
2 2 2

2 2 2

x
f x dx x dx x

 
= + = + = + − − = 

 
∫ ∫

ββ β

α α α

κ κβ κα
κ λ λ λβ λα  

Ο 

y 

x

E

α β
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( ) ( )
( )

( )2 2
2

2 2
a

κ β α λκ
β λ β α β α

+ +

= − + − = − =  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

f fκα λ κβ λ α β
β α β α

+ + + +

= − = −  

 

Άρα το εµβαδό του χωρίου Ε: 

 

( )f x dx

β

α

Ε = ∫  

Συµβολικά: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5 

 

2
η
 περίπτωση. Αν η  f  έχει σαν διάγραµµα µια πολυγωνική γραµµή, τότε 

το: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6 

Ο 

y 

x α β

E

Α 

Β

( )f a  

( )f β  Γf 

Ο 

o
A  

1
A

2
A

3
A

α  1
α

2
α β

y 

x 

Ε1 Ε2 Ε3


