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�� �	���� ����� �����	��� ��
 �� ���� � �
� Samuelson−Nordhaus
�!�����������

���� � ����	
��� 
�	������

�" ��������� �	�	
�
�
 �	��#��	 $�� �� ��� ��� ��	��
��� ���	� �� ��	���� �� #�#����� ���
���� ���	���� %��
���� �	���� ��� #�#����� �� ��#� ������������� ��� �����&
��� ��������

'!��� �(���$���� ����	������ � �� ����������� ��
	���� 
�� ���	���
� � �
��� ���	��� �������$
���� �� x� )����
�� � ��	��
� x � ���
� �� � �	��� � L � �� �� �������� K� *� q � ��� � ��	��� �	������+

q = Q(x) ή q = Q(L) ή q = Q(K)

, � ����	���� ��	��
��� � ��� �������� ��	��
� ���� ��� Q(x) ≥ 0�
Q(0) = 0�

����� ������ � ��� �� �������
 �	�-
� #���	������ �� ���
��������� ����#�� ��� ���	�����
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��
	 ��
�� � ����
� ���	� q = θ� �����	��
����	� 
���

ap + bq = γ� �
�
����� p =
γ − bθ

a
�	� � �� ��! "����	�#

dR

dt
=

dp

dt
· θ +

γ − bθ

a
· dθ

dt
�� �$!

%
�
���������	� ��&� �� ap + bq = γ� '(����

a · dp

dt
+ b · dθ

dt
= 0 ⇒ dp

dt
= − b

a
· dθ

dt

�����	��
����	� ��
	 
�� �� �$!� '(����#

dR

dt
= − b

a
· dθ

dt
· θ +

γ − bθ

a
· dθ

dt
=

(
− b

a
· θ +

γ − bθ

a

)
· dθ

dt
= 0

)��� (
�
�������
	�� �� "�"��)� )�� θ =
γ

2b
� �	� ����'�*�� � ���	��&�

���	� 
�	��
��

���� �����	
� �
�� �������

����� ������� � 	
��
��	� ��	��
� C(q) = aebq� ��� ����� ����� ���
��
����
�� a, b� ��� 
��
��
�� � 	
��
��	� �
�� ����� �����
	� ���
�����;

��� +�� ���
(����

����� � 	
��
��	� ����	�� ���� �
� ����� ����� D(p) = p2 + ap + b
��� � 	
��
��	� �
�	��
�� ����� S(p) = p3−c� p � ���� ��
 �
� ������
!� "
���#� �� a, b, c $	�� �� ����	������ ����#��� �� ��������� 	��
(2, 4) ��� �� ���
� ���� ��� ���� ���	��

��� a = 8, b = −16, c = 4

����	 ��� ����� ����� ��� ��
����
�� a, b, γ � 	
��
��	� ����	��

D(p) =
a− bp

γ
����� �����
	�;

��� b > 0, γ > 0 � b < 0, γ < 0

����
 ��� ����� ����� ��� ��
����
�� a, b, g, d � 	
��
��	� ����	��

D(p) =
a

bp + g
− d �����
�	���#�� �%��� Giffen ;
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����� f(x) ���	
����
� ����
����� ���������� ���������	�� ��� f(x)
��
 ��
��
 x 
�

��
�
� ��� �
�������

εf(x) =

df

dx
f(x)

x

=
df

dx
· x

f(x)

� ������������ ��
����� ���� �����
 ����
����� ��� �
�
�������

����
��� ��� f(x) ��� �
�
������ 
����
�� ��� x ���!������� ���
��� "����

�
�
#
���� 

����� 
��������

���� ���	
�� ��	������

�������� �	
� �
� y(x) = f(x) + a, a ∈ R� ��
��� 	 �
��	�

εy(x) =
f(x)

f(x) + a
· εf(x)

�������� �	
� �
� y(x) = af(x), a ∈ R� ��
��� 	 �
��	�

εy(x) = εf(x)
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�������� �	
� ��� y(x) = f(x) + g(x)� ����	� 
 ����
�

εy(x) =
f(x) · εf(x) + g(x) · εg(x)

f(x) + g(x)

�������� �	
� ��� y(x) = f(x) · g(x)� ����	� 
 ����
�

εy(x) = εf(x) + εg(x)

�������� �	
	 ��� y(x) =
f(x)

g(x)
� ����	� 
 ����
�

εy(x) = εf(x)− εg(x)

�������� �	

 ��� y(x) = f(g(x))� ����	� 
 ����
�

εy(x) = εf(x) · εg(x)

���� ����	
��	
	� ��� �����

����� �	
� AB� �
��	���� ��	 �� ������ A(x1, y1) ��� B(x2, y2)� �
�������	���� ��� ��� �	
�� AB �
������ �� �
��

εAB =
y2 − y1

x2 − x1
· x1 + x2

y1 + y2

� �������	���� �	
�� ����� ��� ���� ��� ��� �� ��!�
� �����������"
��� #� �����$����� ���� �� �%$��� �� �� ��������� $ ������ ��� 	��
&�� %
��������  �� ��� �
���	 ��� � ��������	� ����� ��� ����
������
'�
�� �����$����� ��� ����� 	�� �
�
����� �	��� ��	 ��� ��
���� ���$�
(x1, y1) ��� (x2, y2)� &���&� ����� � �&��  �� 	��� ��� &��&
��$� ����
�
����� �� ������ ���
�� �� ����� �����(� &��)�
����$��

���� � ����	
��	
	� �
����� �
�����
�

��� �����	�����

��� ����� ��
����� ������ ��� �������	����� ���������������� ��
����
���� f(x) �� ������ ��	 ���  ����$� ���������$� ����
�������
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 ������������ ��� �
��������� ����
�
���	 
��������
����� ����
� ��
 ������������ ����������  ������� �������� ���!�"

� ���!��� ������� �� ���� �#���� ����
�
��� 
���$����� �#�� %��#�
&������������# ���������
� ��
 ����
� ��� �������������  �������
'
�������� ��� �
��� ��� �� ��������� �������������� ���������	��

��	�	� �
�
# ��
� �� ��������(

εD =

dD

dp
D

p

=
dD

dp
· p

D

)���
�� ��������������� ��
�� �  ����� �
�� �����	 ���� 
���$����
��� ��
�� ����

���� �����	
 ��
��	�


���� �����	
 � �
������� f(x) = 15x − e−x� 
�������	�� ���
εf(1)�

����� '�� ��
 ����
� ��� ������������� ����
�(

εf(1) =

(
df

dx

)
x=1

f(1)

1

=
15 + e−1

15− e−1
=

15e + 1

15e− 1

���� �������	�� ��� 
�
����	 �������

����� '�� ��
 ����
� ��� �������������� ����
� 
� !��!������ �
��"
������#����(

εy =

dy

dx
y(x)

x

=

df

dx
f(x) + a

x

=

df

dx
· f

f(x) + a

x
· f

=

f(x)

f(x) + a
·

df

dx
f(x)

x

=
f(x)

f(x) + a
· εf
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�� ����
�
� �������

����� ������	
 w = g(x)� ���
�� 	�� ��� ������ ��
 ��	���������
�

εy =

dy

dx
y(x)

x

=

df

dw
· dw

dx
f(g(x))

x

=

=

df

dw
· dw

dx
f(w) · w

w · x
=

df

dw
f(w)

w

·
dg

dx
g(x)

x

= εf · εg

���� �� ���������	
 � 	���
���
�
� 
� ���!"
��� y(x) =
x
√

x2 + 1�

����� �����
�� f(x) = x �	� g(x) =
√

x2 + 1� ��� ��� �������	
�� ��! ���
�� εy = εf + εg� �	 
����"���
�� ��
 �������

 ��	�����#
����
� $%���	 &����
�� ��� εf = 1� '�	 ��� εg (	 ����������)��
��
��� �������	 �� �*!� ����
�� w = x2 + 1 �	� ���
�� εg = εw · εx� ���+

εw =

1

2
√

w√
w

w

=
1

2

�	�

εx =
2x

x2 + 1

x

=
2x2

x2 + 1

�����	(���,��	
 �	����
�� �� ������ 	��������	�

εy = 1 +
1

2
· 2x2

x2 + 1
=

2x2 + 1

x2 + 1

���� #$�
% R(q) � ���!"
��� 	���%� ��� p = G(q) � ���!"&

��� '(
��� � )	
��
	 �
� εR = 1 + εG�

����� '�-����
�� ��� εR =
dR

dq
· q

R
� �����	(���,��	
 ���
 R �� ���

��
� R = q ·G� ���
���

εR =
d(qG)

dq
· q

qG
=

(
G + q

dG

dq

)

G
= 1 + εG



���������	��� ���

���� ����	 εD 
 ��
������
�
 ���
�
� ���� 
�
���� ����
��
���� ��� −1 < εD� ���� ���� 
��
�
 �
� ����� ��� 
�
���
� 
��� �� 
��
�
 �	� ����!� ��� 	��

"��
# ����� D(p) � �	
������ 
������� � �	
������ �����
 �����

������� ��� �� ����� R(p) = p·D(p)� ��� �� ���� � � ��� R(p) ���	!�
dR

dp
=

dD

dp
· p + D" ��� ���#

dR

dp

D
=

dD

dp
· p

D
+ 1 = εD + 1

��
 −1 < εD" ���� εD + 1 > 0" ��� ���

dR

dp

D
> 0 ��� �$�% � 
�����

��
�� &�����" ������ ���
dR

dp
> 0" ��� ���!�
�� � �	
������ R(p) ��
��

�%'�	���

���$ ����	 ��� 
 ����%�
�
 ���
�
�  � ��
� 
&� �� ��&�#
D(p) = kp−r� k, r > 0� ����
�� ��� 
 ��
������
�
 ���
�
�
���
� ��
��%��

"��
# (��
,
����� ���	!�#

dD

dp
= k(−r)p−r−1" ��� ��� εD =

dD

dp
· p
D

=

k(−r)p−r−1 · p
kp−r

= −r" ���&����

���' ( &����
�
 &!�
�
� (q) �
� 
 ���� (p) ���� &%�)������
��� *���
� �� �
 �+*�
# aq + bp − k = 0� �&�� a, b, k �����*�
��
��%*�� ����
�� ��� 
 ��
������
�
 ���
�
� ���
� −1� ��
�

 ����%�
�
 �%�
�!� ��� 	� ���
� �
 *��

"��
# ��� 
� )��%!� �� �	
������ �����
" �����������
�	!� ��

�������� ������� !� ��
 ��!�" ������ R = q · p� *%
�
��� �� �����
��	 !�� ��
�� � ������ �� ���� p ��� �
����&����
��� ���	!�# R =

q · p = q ·
(

k

b
− a

b
q

)
=

k

b
· q − a

b
q2� � �	
������ ������
 �����


������� ��� �� �����# MR =
dR

dq
=

k

b
− 2 · a

b
q� ������ �	�� ��
��



��� �� �������	 
������� 

��

����� ��
 ������
�������

�����	 �
��
�� MR = 0 ⇒ k

b
− 2 · a

b
q = 0 ⇒ q =

k

2a
� �
������	

p =
k

b

(
1− 1

2

)
=

k

2b
� �������� ���
 ��� � ������ �
������
� �� ���


������
 
������  
� �
������ D = q� ! ��
�� ��� ��
��� ����
�

������� ���
�� ε =
dD

dp
· p

D
� "��� 
#������
� �$���� ε =

dq

dp
· p

q
=

− b

a
·

k

2b
k

2a

= −1�

���� ����	�
 ����� 

�����	 �����
��
 ���
 ������� ����
�� ���
� �
�� ���� ��	 �����
��
 � ���� �	� �	�	���	��  
��	��!� ��
 ��!��
 q ��� ��
�	 ��!����	 
� ��"	#�$��
 ��
���
� ���
 �	�� p ��
�	%

q = 600(5−√p)

& ���	���� ��
 ���
�
 �� ����� 
� ��"���	 �� ���#
 ���� '�
������ � �	�� ��� �	�	������ 
� ��"���� � 
� ��	����;

()��% %
���&������ ��� ��
��� ����
 ������� &�
 p = 4� '�$����

εD =

dq

dp
q

p

= −
√

p

2(5−√p)
⇒

⇒ εD(4) = −1

3
> −1

'"�
	 

� &����� (� ���	  (#� 
�)��� ��� ����� ��� 
&
#�� ���&��
�� 
�)��� ��� ��� �� ������� �
������	 � ��
����
 
��
�� �
 
�)����
��� ���� ��� ���������� ����

����� *�� ����)�� +������ #�#���	 ��! �� �,��� ap+ bq = k-
!��� a, b, k ���	��� ��������� .��"��� !�	 	�,)�	 � �,���%

εR(p) =
εR(q)

εR(q)− 1



���������	��� ���

����� � ����	
��� ��
��� ���������� 
� ������ R = p · q� ��
������������ 
�� ���

�
�� εR(p) ��� εR(q)� ��������� ������

εR(p) =

dR

dp
R

p

=

q + p · dq

dp

q
= 1 +

p

q
· dq

dp

εR(q) =

dR

dq
R

q

=

p + q · dp

dq

p
= 1 +

q

p
· dp

dq

 	��������!�
�� 
� ����� ap + bq = k" #� ������������ 
�� ��	��!$

����
dq

dp
���

dp

dq
� %&������

ap + bq = k ⇒ a · dp

dq
+ b = 0 ⇒ dp

dq
= − b

a

ap + bq = k ⇒ a + b · dq

dp
= 0 ⇒ dq

dp
= −a

b

'�
���#��
!�
�� ��
�� 
�� 
���� ��� �����������(��
�� ��
� ����
�������

[εR(p)− 1] · [εR(q)− 1] =
p

q
·
(
−a

b

)
· q

p
·
(
− b

a

)
= 1 ⇒

⇒ εR(p)− 1 =
1

εR(q)− 1
⇒ εR(p) =

εR(q)

εR(q)− 1

����� 	
��� q = D(p) 
�� ���

��� ��������� ������� ����
������� ���  �� ����� Giffen� 
�� 
� ��� ���� � ��� !�����
� ��
� ��"�����  ��"��� ��� � �#���������� ������� $������

����� )�� �� ���*���� 

� � ����
��

�
� �� 
�� ��	��� 
�� �	
���

+#����" �	��� �� ���*���� 

�
dεD

dt
< 0� '�
 
�� ���
�� 
�� ��������

������
dεD

dt
=

dεD

dp
· dp

dt
� '���

εD =

dD

dp
D

p

=
D′ · p

D
⇒



��� �� �������	 
������� 

��

����� ��
 ������
�������

⇒ dεD

dp
=

D′′ ·D · p− p · (D′)2 + D ·D′

D2
������

��	
��
 �� �����
�� ���
 � D(p) ��
�� ��������� � ���� !�� D′′(p) = 0�
"� ���
 � #����� ����# ���$#  �� %�
 ��
�� Giffen� � &����� $�
���'
���� �� ��
 �
���� ��� ������ ���! �����
�� !�� � D(p) ��
��
�$�
���� ��� #�� D′(p) < 0�
�� ( ��
#����� &������ D(p) ��� � ����")��� p ��
�� $������  ��!��*
����
�
����$���'
��� !)� ��  ��� #
+ ��� �	��� ������� �
��)� "��������

!��
dεD

dp
< 0� ,�� %�%���� ��!�� !��

dp

dt
> 0� ��� #�� ��)��#

dεD

dt
< 0�

���� �����	
� �
�� �������

����� ������� � 	
��
��	� f(x) = 15x2 + ln x� �������	��� ���
εf(1)�

���
31

15

����� ������� � 	
��
��	� f(x) = ημx · συνx� �������	��� ���

εf(
π

6
)�

���
π

3
√

3

����	 ���������� ��� �������� �������

����� ���������� ��� �������� �������

����
 ���������� ��� �������� �������

����� ���������� ��� �������� �������

����� �������	��� ��� ���	�������� ��� 	
��
��	��

f(x) =
4
√

x2 + 9 5
√

(x2 − 1)3

���
x2(17x2 + 103)

10(x4 + 8x2 − 9



���������	��� ���

����� ���������	
 	�� 
���	
��	�	� 	�� �����	����

f(x) =
3
√

x2

6
√

(x− 1)5

���
x + 4

6− 6x
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