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Πρόλογος 
 

 

 Σκοπός του παρόντος συγγράµµατος είναι να αναδείξει τη συµβολή 

των καθαρών µαθηµατικών στην ανάπτυξη και λειτουργία οποιουδήποτε 

οικονοµικού συστήµατος. Σε κάθε βήµα των µαθηµατικών µεθόδων που 

περιγράφονται, αντικατοπτρίζεται η σηµασία τους στην επίλυση των 

προβληµάτων της οικονοµικής θεωρίας. Ο προσδιορισµός και η µελέτη του 

συνόλου των σχέσεων αλληλεξάρτησης των διαφόρων οικονοµικών 

µεγεθών, όπως κόστος, έσοδα, τιµές, παραγωγή, κατανάλωση, επένδυση 

κ.ά., αποτελεί βασική επιδίωξη κάθε οικονοµικής ανάλυσης. 

 Για την εφαρµογή της µαθηµατικής ανάλυσης στη µελέτη και επίλυση 

οικονοµικών προβληµάτων δεν είναι πάντα αναγκαίο να γνωρίζουµε την 

ακριβή µορφή των µαθηµατικών σχέσεων που συνδέουν τις οικονοµικές µε-

ταβλητές. ∆ηλαδή, η απόδειξη µιας πληθώρας οικονοµικών προτάσεων βα-

σίζεται µόνο στην πληροφορία, ότι οι τιµές ενός οικονοµικού µεγέθους 

εξαρτώνται από τις τιµές ενός άλλου οικονοµικού µεγέθους και η συναρ-

τησιακή αυτή σχέση εκφράζεται µε µια παραγωγίσιµη συνάρτηση. 

 Η µαθηµατική ανάλυση των οικονοµικών σχέσεων µπορεί να πάρει τη 

µορφή ποιοτικής, παραµετρικής και ποσοτικής ανάλυσης. 

 Η ποιοτική ανάλυση (qualitative analysis) αναφέρεται στον προσδιο-

ρισµό της κατεύθυνσης µεταβολής µιας ή περισσότερων οικονοµικών µε-

ταβλητών σε σχέση µε τη µεταβολή µιας ή περισσότερων άλλων οικονοµι-

κών µεταβλητών. Στην περίπτωση παραγωγίσιµων οικονοµικών συναρτή-

σεων, η κατεύθυνση µεταβολής εκφράζεται πλήρως µε το πρόσηµο της πα-

ραγώγου ή των µερικών παραγώγων. 



2

 

 

 Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονίσουµε, ότι τα προβλήµατα ποιοτικής 

οικονοµικής ανάλυσης, από τη φύση τους είναι προβλήµατα συνδυαστικής 

ανάλυσης και βρίσκουν την πιο αποτελεσµατική τους αντιµετώπιση στα 

πλαίσια της θεωρίας των προσηµασµένων γραφηµάτων (signed graphs).  

Η παραµετρική ανάλυση (parametric analysis) αναφέρεται σε µια 

οικογένεια οικονοµικών σχέσεων ή συναρτήσεων που έχουν την ίδια µορφή 

έτσι ώστε κάθε µέλος της οικογένειας αυτής προκύπτει, όταν δώσουµε συ-

γκεκριµένες τιµές στις παραµέτρους. Με την παραµετρική ανάλυση προσ-

διορίζονται διαστήµατα µεταβολής των παραµέτρων, έτσι ώστε να ενσω-

µατώνονται οι πραγµατικές οικονοµικές συνθήκες που διαµορφώνουν τις 

τιµές των µεταβλητών του διαστήµατος. Εκφράζονται ακόµη τυχόν τυπικά 

ακρότατα ή σηµεία καµπής των συναρτήσεων αυτών σα συναρτήσεις των 

τιµών των παραµέτρων. 

Τέλος,  η ποσοτική ανάλυση (quantitative analysis) µελετά τις ποσοτι-

κοποιηµένες σχέσεις που προκύπτουν, όταν οι παράµετροι πάρουν συγκε-

κριµένες αριθµητικές τιµές.  Έτσι µε την ανάλυση αυτή προσδιορίζονται 

συγκεκριµένες αριθµητικές τιµές των οικονοµικών µεταβλητών, που είναι 

οι βασικές για την επίλυση προβληµάτων οικονοµικής επιλογής και πιο γε-

νικά για τη διαδικασία λήψης οικονοµικών αποφάσεων.  

Το είδος, η έκταση και η µορφή της µαθηµατικής ανάλυσης που χρησι-

µοποιείται εξαρτάται κυρίως από τη φύση των οικονοµικών σχέσεων και 

µεταβλητών που µελετώνται. Έτσι η µελέτη οικονοµικών µεταβλητών που 

δεν συνδέονται  µε συναρτησιακές σχέσεις µπορεί να γίνει πιο αποτελεσµα-

τικά στα πλαίσια µιας περιοχής των µοντέρνων µαθηµατικών που ονοµά-

ζεται θεωρία γραφηµάτων. Όταν όµως οι οικονοµικές µεταβλητές εκφρά-

ζονται µε συναρτήσεις πραγµατικών µεταβλητών, τότε η πιο κατάλληλη 

µαθηµατική ανάλυση για τη µελέτη των οικονοµικών αυτών σχέσεων είναι 

οι τεχνικές του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού. 

Εποµένως, η χρησιµοποίηση της µαθηµατικής ανάλυσης στην καλύ-

τερη κατανόηση και επίλυση οικονοµικών προβληµάτων είναι θέµα 

αναγκαιότητας και όχι επιλογής. 
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Αναφορικά µε τη δοµή του βιβλίου αυτού, θα ήθελα να επισηµάνω ότι 

αναφέρεται σε διαφορετικούς τύπους αναγνωστών. 

Τα πρώτα κεφάλαια στοχεύουν πρωταρχικά σε αναγνώστες χωρίς µα-

θηµατικό υπόβαθρο, το οποίο θα αποκτηθεί πιθανόν µεταγενέστερα µε κα-

τάλληλη σειρά µαθηµάτων. Τέτοιου είδους αναγνώστες θα πρέπει να συνη-

θίσουν στην εφαρµογή των στοιχειωδών µεθόδων, πριν προχωρήσουν σε 

πιο δυναµικές διαδικασίες που περιγράφονται στα τελευταία κεφάλαια. 

Ο πιο ενηµερωµένος αναγνώστης µπορεί να χρησιµοποιήσει τα πρώτα 

κεφάλαια για επανάληψη και να προχωρήσει αµέσως στην επόµενη εργα-

σία. Ο έµπειρος µαθηµατικός οικονοµολόγος µπορεί να θεωρήσει το βιβλίο 

σαν εργαλείο αναφοράς και έρευνας νέων µεθόδων επίλυσης οικονοµικών 

προβληµάτων. 

Σε κάθε κεφάλαιο επισυνάπτεται ικανός αριθµός ασκήσεων, που θα 

εξοικειώσουν τον αναγνώστη µε τα µαθηµατικά εργαλεία και τις εφαρµογές 

τους σε διακριτά οικονοµικά προβλήµατα. Η µέθοδος θεραπείας τους θα 

καταδείξει την προσπάθεια µιας συστηµατικής ανάπτυξης της µαθηµατικής 

οικονοµικής θεωρίας, αλλά οι ουσιώδεις δοµές µιας τέτοιας θεωρίας θα 

βρεθούν είτε στο κείµενο είτε στις ασκήσεις. 

 

Σεπτέµβριος 2005 Α. Αλεξανδράκης 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΑΡΙΘΜΟΙ ΚΑΙ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ

 

 

 

1.1. Το σύνολο των φυσικών αριθµών Φ 

 

 Η έννοια του συνόλου είναι θεµελιώδους σηµασίας σε οποιαδήποτε 

περιοχή των µοντέρνων µαθηµατικών και ορίζεται ως εξής: 

 Σύνολο είναι κάθε συλλογή διακριτών αντικειµένων που προέρχονται 

από τους χώρους της εµπειρίας ή της διανόησης και θεωρούνται ως µια 

ενότητα. Τα αντικείµενα που αποτελούν το σύνολο λέγονται στοιχεία x σε 

ένα σύνολο Χ και συµβολίζουµε: ∈x X  ή ∉x X  η άρνησή της. 

 Όταν µπορούµε να δηµιουργήσουµε µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία 

µεταξύ των στοιχείων δύο συνόλων Α και Β, λέµε ότι τα σύνολα είναι 

ισοδύναµα και γράφουµε ≡A B . 

 Πληθικός αριθµός ενός συνόλου S  είναι ο αριθµός των στοιχειών του 

και συµβολίζεται µε η( )S  ή S . 

 Τα ισοδύναµα σύνολα έχουν τον ίδιο πληθικό αριθµό. ∆ύο σύνολα 

µεταξύ των οποίων δεν µπορεί να υπάρξει αµφιµονοσήµαντη (ένα - προς - 

ένα) αντιστοιχία έχουν διαφορετικούς πληθικούς αριθµούς. 

 Η ακολουθία 1, 2, 3, ..., ν, ... λέγεται ακολουθία των φυσικών 

αριθµών και είναι απέραντη (δηλαδή δεν υπάρχει τελευταίος αριθµός). 

{ }=Φ 1,2,3,..., ν,...  

 Ένα σύνολο Χ είναι πεπερασµένο, αν είναι ισοδύναµο προς ένα αρχικό 

απόκοµµα της ακολουθίας των φυσικών αριθµών. ∆ηλαδή αν =x 0  ή 

=x n  για κάποιο θετικό ακέραιο αριθµό n. 
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 Η πλέον χαρακτηριστική ιδιότητα των πεπερασµένων συνόλων 

είναι η εξής: Κάθε πεπερασµένο σύνολο δεν είναι ισοδύναµο µε κανένα 

µέρος του, δηλαδή  µε κανένα γνήσιο υποσύνολό του. 

 Κάθε σύνολο που δεν είναι πεπερασµένο λέγεται απειροσύνολο, δηλα-

δή κάθε σύνολο που δεν είναι ισοδύναµο µε κανένα πεπερασµένο σύνολο. 

 Το πλήθος των στοιχείων του λέµε ότι είναι άπειρο. 

 Κάθε σύνολο ισοδύναµο προς ένα µέρος του, είναι απειροσύνολο. 

 

Παράδειγµα 1: Το σύνολο των φυσικών αριθµών είναι απειροσύνολο, 

γιατί είναι ισοδύναµο προς ένα µέρος του, π.χ. το { }=A 2,4,6,...,2v,... , 

αφού µεταξύ των Α και Φ υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία: 

 

  Φ :  1 2 3 ... ν ...   

            

  Α :  2 4 6 ... 2ν ...   

 

 Παράδειγµα 2: Το σύνολο των σηµείων ενός ευθύγραµµου τµήµατος, 

είναι µη-πεπερασµένο, γιατί υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ 

των σηµείων του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ και των σηµείων του Γ∆.  Το 

σηµειοσύνολο ΑΒ είναι ισοδύναµο µε το σηµειοσύνολο Γ∆, το Γ∆ όµως 

ισοδυναµεί µε ένα µέρος του ΑΒ (το ΑΕ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1 

 

 

Α       Ε              Β

Γ   ∆ 

Κ΄ 
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1.2. Το σύνολο Φ0 των ακέραιων της Αριθµητικής 

 

Το σύνολο αυτό περιλαµβάνει και το 0, που είναι ο µικρότερος κάθε 

φυσικού αριθµού, γιατί το κενό σύνολο ∅, θεωρείται υποσύνολο κάθε 

συνόλου. 

Έτσι έχουµε: 

Φ0 = { }0,  1,  2,  3,  ...,  ν,  ...  

 Θα αναφερθούµε τώρα στα συστήµατα αρίθµησης. 

α) ∆εκαδικό σύστηµα αρίθµησης: κάθε φυσικός αριθµός µπορεί να 

παρασταθεί µε τη βοήθεια των 10 ψηφίων 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

 Για παράδειγµα,  ο αριθµός που σχηµατίζεται από τα ψηφία y1, y2, y3, 

y4, δηλαδή ο αριθµός 

y1y2y3y4 = y1 · 10
3
 + y2 · 10

2
 + y3 · 10 + y4 

 Για κάθε ν-ψήφιο αριθµό α του δεκαδικού συστήµατος, ισχύει: 

10
ν-1

 < α < 10
ν
 - 1 

γιατί, ο µικρότερος ν-ψήφιος είναι εκείνος που έχει όλα τα  ψηφία y2, y3, ..., 

yv µηδενικά, αν α = y1 · 10
ν-1

 + y2 · 10
ν-2

 + y3 · 10
ν-3

 + ... + yν-1 · 10 + yν   και 

το y1 = 1, δηλαδή είναι ο  10
ν-1

 · 1. Ο µεγαλύτερος ν-ψήφιος είναι αυτός που 

έχει όλα τα ψηφία τον ίσο µε 9, δηλαδή ο: 

 

9 · 10
ν-1

 + 9 · 10
ν-2

 +...+ 9 · 10 + 9 = (10-1) 10
ν-1

 + (10 - 1)10
ν-2

 +...+(10-1)· 

10 + (10-1) = (10
ν
-10

ν-1
) + (10

ν-1
 - 10

ν-2
) + ... + (10

2
-10) + (10-1) = 10

ν
-1 

 

 

β) Σύστηµα αρίθµησης µε βάση β:  Αν στην ισότητα 

 

α = y1y2y3 ... y4 = yv = y1+y2·10+y3 · 10
2
 + ... + yv·10

v-1
 (1) 

 

όπου οι ακέραιοι y1, ..., yν < 10, αντί του 10 υπάρχει ένας οποιοσδήποτε 

φυσικός αριθµός β > 1, όλα όµως τα y1, ..., yv < β, δηλαδή o αριθµός α 

γράφεται: 
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α = y1y2 ... yν <β> = y1 + y2·β
2 
+ y3·β

2 
+ y4·β

3
 + ... + yv·β

v-1
 (2) 

 

τότε ο α αναφέρεται στο σύστηµα αρίθµησης µε βάση β. 

 

 Παράδειγµα 3. έχουµε: 

  α = 3256<7> = 6+5·7+2·7
2
+3·7

3
 = 6+35+98+1029 = 1168 <10> 

 Για την παράσταση αριθµών στο 7δικό σύστηµα χρειάζονται µόνο 7 

ψηφία: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Στο δυαδικό σύστηµα χρειάζονται µόνο τα ψηφία 

0, 1. 

  

 Παράδειγµα 4. Έστω β = 5 και α = 723.  Για να δώσουµε στον 723 τη 

µορφή (2) έχουµε: 723 = 5 · 144 + 3, 144 = 5 · 28 + 4, 28 = 5 · 5 + 3, 

δηλαδή διαιρούµε διαδοχικά µε το 5 τα πηλίκα που βρίσκουµε κάθε φορά. 

 Έτσι, 723 = 5 · (5·28+4) + 3 = 28 · 5
2
 + 4 · 5 + 3 = (5 · 5 + 3)  · 5

2
 + 4 · 

5 + 3 = 5
4
 + 3 · 5

2
 + 4 · 5 + 3 = 10343 <5>. 

 ∆ιαφορετικά έχουµε: 

 

    723 5    

    3 144 5   

     4 28 5  

      3 5 5 

       0 1 

 

 

1.3. Το σύνολο των σύµµετρων αριθµών της Αριθµητικής Σ 

 

 Κάθε σύµµετρος αριθµός µπορεί να πάρει τη µορφή: 

(1) 
µ

ν
, όπου µ, ν ακέραιοι και ν ≠  0 

 Αν ο σύµµετρος είναι φυσικός, γράφεται: 

 α = = = = =

2α 3α 4α να
...

2 3 4 ν
 και ο 

 0 = = = = = =

0 0 0 0 0
...

1 2 3 4 ν
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 ∆ηλαδή το σύνολο των ακεραίων της αριθµητικής και το σύνολο των 

αριθµητικών κλασµάτων, όταν ενωθούν σε ένα σύνολο, αποτελούν το 

σύνολο των συµµέτρων αριθµών της Αριθµητικής. Αλλιώς οι σύµµετροι 

αριθµοί λέγονται και ρητοί αριθµοί.  Αν δοθούν δυο σύµµετροι αριθµοί σ 

και σ΄, όπου σ΄≠0, καλείται λόγος του σ προς τον σ΄, ο αριθµός λ, ο οποίος 

πολλαπλασιαζόµενος µε τον σ΄, δίνει γινόµενο ίσο µε τον σ.  ∆ηλαδή:  

΄
΄
= ⇔ =

σ
λ σ λσ .

σ
 

 

 Παράδειγµα 5.  Ακέραιο µέρος αριθµητικού κλάσµατος. Έστω ένα 

αριθµητικό κλάσµα 
α
.

β
 Αν α > β, τότε >

α
1

β
 γιατί: 

> ⇒ > ⇒ > ⇒ >
1 1 α β α

α β α· β· 1
β β β β β

. 

 Αν εκτελέσουµε την αλγοριθµική διαίρεση του α δια β και είναι π το 

κατά προσέγγιση µονάδας πηλίκο και υ το υπόλοιπο, θα έχουµε: 

α = βπ + υ,  υ < β 

και   
+

= = + = +
α βπ υ βπ υ υ

π ,
β β β β β

  δηλαδή 

( )= +
α υ

π    υ <  β
β β

. 

 Το π είναι το ακέραιο µέρος του κλάσµατος 
α
.

β
 Ο ακέραιος π είναι ο 

µεγαλύτερος ακέραιος, από αυτούς που δεν ξεπερνούν  το κλάσµα 
α

β
, γιατί 

π < 
α

β
, ενώ π + 1 > 

α

β
. 

 Αν α < β, τότε το κλάσµα 
α

β
 είναι µικρότερο του 1, και το ακέραιο 

µέρος του είναι ο µηδέν. 

 π.χ. το ακέραιο µέρος του 
27

11
 είναι ο 2, γιατί = +

27 5
2 .

11 11
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1.4. Το σύνολο των ασύµµετρων αριθµών της αριθµητικής Α 
 

 Κάθε ασύµµετρος αριθµός είναι ένας δεκαδικός αριθµός µε άπειρα 

δεκαδικά ψηφία, µη περιοδικά, π.χ. 2  = 1,41421... 

 Αν α ασύµµετρος αριθµός και σ, σ΄ σύµµετροι αριθµοί και ισχύει η 

σχέση α · σ = σ΄, τότε θα είναι σ = 0 και σ΄= 0. 

 

 Παράδειγµα 6. Αν ο αριθµός x είναι ασύµµετρος και ο λ είναι 

σύµµετρος και ο 
x

x

+

+

3 5

λ 10
 είναι σύµµετρος, να βρεθεί ο λ. 

 Λύση. Αν παραστήσουµε µε σ τον σύµµετρο (3x+5) / (λx + 10) θα 

έχουµε: 

x
x x x x

x

3 5
σ 3 5 σ(λ 10) 3 5 σλ 10σ

λ 10

+
= ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒

+
 

x(3 σλ ) 10σ 5⇒ − = − .  Άρα: 3-6λ = 0 και 10σ - 5 = 0.  

Oπότε: 10σ-5 = 0 ⇒  σ = 
1

2
 και 3 - 6λ = 0 ⇒   3 - 

λ

2
= 0 ⇒ λ = 6. 

 

Παράδειγµα 7. Να δειχθεί µε την εις άτοπον απαγωγή ότι η 3
2  είναι 

αριθµός ασύµµετρος. 

Λύση: Αν η 3
2  ήταν σύµµετρος αριθµός, τότε: 

3
2 =

µ

ν
 µε (µ,ν) = 1, δηλαδή το κλάσµα 

µ

ν
 είναι ανάγωγο. 

Τότε:  2 = 
  = ⇒ =  

3 3

3 3

3

µ µ
µ 2ν .

ν ν
 

Έχουµε: 2 / 2ν
3
 ⇒  2 / µ

3
 ⇒  2/µµµ (ο 2 πρώτος αριθµός) ⇒ 2 / µ ⇒  µ 

= 2ρ, όπου ρ φυσικός αριθµός. 

Οπότε η ισότητα: µ
3
 = 2ν

3
 γίνεται: (2ρ)

3
 = 2ν

3
 ⇒  4ρ

3
 = ν

3
 αλλά 2/4ρ

3
 

⇒  2/ν
3
 ⇒  2/ν. 

∆ηλαδή, οι αριθµοί µ και ν έχουν διαιρέτη το 2, άτοπο, γιατί το κλάσµα 

µ

ν
 είναι ανάγωγο. Άρα, η ισότητα =

3
µ

2
ν

 είναι αδύνατη, και ο 3
2  είναι 

ασύµµετρος αριθµός. 
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1.5. Τα σύνολα των ακέραιων της Άλγεβρας ℤ , των ρητών 

αριθµών ℚ  και των άρρητων αριθµών −ℝ ℚ  

 

 Το σύνολο ℤ  των ακεραίων της άλγεβρας, περιλαµβάνει εκτός από 

τους ακέραιους της Αριθµητικής και τους σχετικούς ακέραιους αριθµούς 

(δηλαδή τους προσηµασµένους µε + ή -) θετικούς και αρνητικούς. 

{ }= − − −ℤ ..., ν,..., 2, 1,  0,  1,  2,..., ν,...  

ένας ακέραιος ρ της Άλγεβρας ≠ ≠±0 και 1, λέγεται πρώτος όταν έχει 

µοναδικούς διαιρέτες τους p± ±1,  .  ∆ηλαδή, οι πρώτοι ακέραιοι της 

Άλγεβρας είναι οι ±2, ±3, ±5, ±7, ±11, ... 

 

 Παράδειγµα 8.  Αριθµητικές ισοδυναµίες. ∆ύο ακέραιοι α και β είναι 

ισοδύναµοι (ή ισότιµοι) κατά µέτρον (modulo) µ, όπου µ ∈ℤ , όταν η 

διαφορά α-β είναι πολλαπλάσιο του µ, και γράφουµε α ≡  β (modµ). Έτσι 

έχουµε: 7 ≡  -1 (mod 8), 7 ≡  1 (mod 2), - 35 ≡   (mod11), κάθε περιττός ≡  

1 (mod2), κάθε άρτιος ≡ 0 (mod2), γ ≡ γ (modµ), όπου γ∈ℤ . 

 

 Παράδειγµα 9: (α) Να βρεθεί το τελευταίο ψηφίο των διαφόρων δυνά-

µεων του 2 και των διαφόρων δυνάµεων του 7, (β) να βρεθεί το τελευταίο 

ψηφίο του αριθµού 3548
9
 x 2537

31
. 

 Λύση: (α) Το τελευταίο ψηφίο x, ενός ακέραιου α είναι το υπόλοιπο 

της διαίρεσής του δια του 10 και έχουµε: α = x + πολλαπλάσιο του 10 

x⇒ ≡ α  (mod10) . 

 Έχουµε ως προς modulo 10: 

2
1
≡ 2, 2

2 
≡

 
4, 2

3 
≡

 
8, 2

4 
≡ 6, 2

5 
≡ 2 

Από το 2
5
 και µετά, τα υπόλοιπα επαναλαµβάνονται µε την ίδια σειρά, 

όπως αρχίζουν από το 2
1 
≡  2. 

Άρα, γενικά, θα έχουµε, πάντοτε ως προς modulo 10: 

2
4ν 
≡  6, 2

4ν+1 
≡  2, 2

4ν+2
 ≡  4, 2

4ν+3
 ≡  8  ( )v∈Φ  

 

∆υνάµεις του 7: Έχουµε ως προς modulo 10: 

7
1 
≡  7, 7

2 
≡  9, 7

3
 ≡  3, 7

4
 ≡  1 
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και στη συνέχεια τα υπόλοιπα επαναλαµβάνονται µε την ίδια τάξη. Γενικά 

είναι: 

7
4ν

 ≡  1, 7
4ν+1

 ≡  7, 7
4ν+2

 ≡  9, 7
4ν+3

 ≡  3  (mod 10)  ( )v∈Φ  

(β) Αρκεί να βρεθεί το τελευταίο ψηφίο κάθε παράγοντα. 

 Έχουµε: 3458 ≡  8 (mod 10), 3458
9
 ≡  8

9
 (mod10) ≡  2

27
 (mod 10) 

 επειδή:  2
24

 ≡  6 και 2
3
 ≡  8, έχουµε: 

 2
27

 ≡  48 (mod10) ≡ 8 (mod10). Άρα:  3458
9
 ≡  8(mod10). 

 Αφού ο πρώτος παράγοντας λήγει σε 8 και ο δεύτερος σε 3, το 

γινόµενο λήγει στο 4. 

 Κάθε ρητός αριθµός µπορεί να πάρει τη µορφή 
µ
,

ν
 όπου µ, ν ακέραιοι 

της Άλγεβρας και ν≠0, και συµβολίζουµε  µε ℚ  το σύνολο των ρητών 

αριθµών: 

   = ∈ ≠ 
   

ℚ ℤ
µ

/ µ,ν ,  ν 0
ν

 

 

 Παράδειγµα 10: Αν οι αριθµοί α και β είναι πρώτοι µεταξύ τους, να 

δειχτεί ότι τα κλάσµατα 
+

2 2

α β α+β
 και 

αβ α +αβ+β
 είναι ανάγωγα. 

 Λύση: i) Αν  οι όροι του κλάσµατος 
+α β

αβ
 έχουν µ.κ.δ. (µέγιστο κοινό 

διαιρέτη) 1∆ ≠ , τότε θα έχουν και έναν κοινό διαιρέτη πρώτο δ≠1. 

 Τότε: δ/αβ ⇒ δ/α.  Αφού δ/α + β και δ/α ⇒  δ/β, και άρα οι αριθµοί α 

και β θα έχουν κοινό διαιρέτη δ≠1, άτοπο, γιατί υποθέσαµε (α,β) = 1 

(πρώτοι προς αλλήλους). Άρα το κλάσµα 
+α β

αβ
 είναι ανάγωγο. 

ii) Aν οι όροι του κλάσµατος 
+

+ +
2 2

α β

α αβ β
 έχουν µ.κ.δ. ∆ ≠1, τότε θα 

έχουν ένα κοινό διαιρέτη δ πρώτο, έστω δ ≠ 1. Θα έχουµε τότε: 

α+β = πολλαπλάσιο του δ    (1)   

και 

α
2
 + αβ + β

2
 = πολλαπλάσιο του δ    (2) 
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Από την (1) έχουµε (α+β)
2
 = πολλαπλάσιο του δ ή α

2
 + 2αβ + β

2
 = 

πολλαπλάσιο δ    (3). 

Από (3) - (2) παίρνουµε: αβ = πολ. δ (4) 

∆ηλαδή, ο δ είναι κοινός διαιρέτης των α+β και αβ, το οποίο είναι 

άτοπο, σύµφωνα µε το (i). Άρα το κλάσµα 
+

+ +
2 2

α β

α αβ β
 είναι ανάγωγο. 

Το σύνολο των άρρητων αριθµών −ℝ ℚ  είναι ουσιαστικά το σύνολο 

όλων των σχετικών ασύµµετρων αριθµών. 

Έτσι, οι αριθµοί − 32,  + 3,  + 5,  -3 7  είναι ασύµµετροι ή άρρητοι, 

γιατί και οι απόλυτες τιµές τους είναι ασύµµετροι αριθµοί της Αριθµητικής. 

Εννοείται ότι το σύνολο των ασύµµετρων αριθµών της Άλγεβρας ή των 

άρρητων αριθµών είναι το συµπληρωµατικό του συνόλου των συµµέτρων 

της Άλγεβρας ή των ρητών αριθµών, ως προς το σύνολο ℝ  των πραγµατι-

κών αριθµών. 

 

Παράδειγµα 11: Να δειχτεί ότι ο λόγος της διαγωνίου τετραγώνου 

προς την πλευρά του είναι αριθµός άρρητος. 

Λύση: Γνωρίζουµε ότι, ο λόγος της διαγωνίου τετραγώνου προς την 

πλευρά του είναι 2 .  Αρκεί να δείξουµε ότι ο λ = 2  είναι άρρητος. 

Έχουµε: λ = ⇒ =
2

2 λ 2    (1).  Έστω ο λ ακέραιος αριθµός, τότε από 

την (1) έχουµε:  2 / λ ⇒  λ = 2κ, ∈ℤκ . 

Άρα, η (1) γίνεται: 4κ
2
 = 2 ⇔  2κ

2
 = 1 ⇒  2/1, άτοπο. 

Άρα, ο λ δεν είναι ακέραιος. 

Έστω ο λ κλάσµα, δηλαδή αν λ = 
µ
,

ν
 όπου 

µ

ν
 ανάγωγο κλάσµα, τότε 

λόγω της (1) θα έχουµε: = ⇔ =

2

2 2

2

µ
2 µ 2ν    (2).

ν
 

Αλλά: 2 / 2ν
2
 ⇒  2 / µ

2
 ⇒ 2 / µ ⇒  µ = 2κ, οπότε η (2) γίνεται: 4κ

2
 = 

2ν
2
 ⇔  2κ

2
 = ν

2
  (3).  Αλλά πάλι:  2 / 2κ

2
 ⇒  2/ν

2
 ⇒  2/ν. 

Άρα, οι µ και ν έχουν κοινό διαιρέτη το 2, άτοπο, γιατί το κλάσµα 
µ

ν
 

είναι ανάγωγο. Έτσι δείξαµε ότι η 2  δεν είναι ούτε ακέραιος, ούτε 

κλάσµα, και άρα είναι άρρητος. 
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1.6. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ℝ  

 

To σύνολο των πραγµατικών αριθµών ℝ  είναι η ένωση του συνόλου 

των ρητών ℚ  και του συνόλου των αρρήτων αριθµών ′ℚ . 

′= ∪ℝ ℚ ℚ  

Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

(1) Οι αριθµοί µπορούν να διαταχθούν σε µια ορισµένη τάξη, την τάξη 

µεγέθους, του µεγαλύτερου και µικρότερου αριθµού. 

(2) Η τάξη των αριθµών µπορεί να επεκταθεί άπειρα και προς τις δυο 

κατευθύνσεις, δηλαδή οι αριθµοί σχηµατίζουν ένα διπλά άπειρο 

σύστηµα. 

(3) Η τάξη των αριθµών είναι άπειρης πυκνότητας και χωρίς "κενά", δη-

λαδή  οι αριθµοί σχηµατίζουν ένα τέλεια συνεχές σύστηµα. 

 

 Υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ του συνόλου ℝ , και 

του συνόλου των σηµείων ενός άξονα. Έχουµε δηλαδή: 

 

 

 

1 

 

Σχήµα 2 

 

 Παράδειγµα 12. Να δείξετε ότι ο αριθµός 0,13131313... γραµµένος 

στο σύστηµα µε βάση x, ισούται µε το κλάσµα 
x
2

13

1−
, όπου ο 13  είναι 

αριθµός του x-ιαδικού συστήµατος. 

 Λύση. Ο αριθµός 0,131313... γραµµένος στο σύστηµα µε βάση x γρά-

φεται: Α = 
v

x x x
+ + + +

2 4 2

13 13 13
... ...   (1)   όπου 13  είναι αριθµός του x-αδι-

κού συστήµατος. Πολλαπλασιάζοντας την (1) µε x
2
, έχουµε: 

Αx
2
 = 13  + 

v
x x x

+ + + +
2 4 2

13 13 13
... ...  (2) 

     x΄           Ρ                      0        Α              Μ                   x 

i

�
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 Aπό (2) - (1) έχουµε:  Α(x
2
-1) = 13   (3), ή διαιρώντας τα µέλη της (3) 

µε το x
2
-1 έχουµε:  Α = 

x −
2

13

1
. 

 

 

1.7. Συνεχείς και ασυνεχείς µεταβλητές  

Σε ένα σύνολο { }X x p x= : ( ) , x ονοµάζεται µεταβλητή (variable), Χ 

είναι το πεδίο ορισµού (domain) της x και τα στοιχεία του Χ, ονοµάζονται τι-

µές (values) της x. Π.χ., για το σύνολο Β = { } { }x x x= =
2

: 0,1 , x είναι η µε-

ταβλητή, Β το πεδίο ορισµού της x, 0, 1 οι τιµές της x και x
2
 = x η p(x) που 

ορίζει το Β. 

Γενικά, µια µεταβλητή ή µεταβλητός αριθµός είναι ένας οποιοσ-

δήποτε µη-προκαθορισµένος αριθµός, από ένα δοσµένο σύνολο πραγµα-

τικών αριθµών, που συµβολίζεται µε x, y ή t. 

Aν η µεταβλητή x µπορεί να πάρει σαν τιµές όλους τους πραγµατικούς 

αριθµούς που βρίσκονται µεταξύ δύο δοθέντων αριθµών a και b, τότε το 

πεδίο τιµών της λέγεται το διάστηµα (a,b). 

∆ηλαδή, πιο συγκεκριµένα το ανοικτό διάστηµα (a,b)={ }x a x b∈ < <ℝ: . 

To κλειστό διάστηµα [a,b] = { }x a x b∈ < ≤ℝ : . 

Το ανοικτό από αριστερά διάστηµα (a,b] = { }x a x b∈ < ≤ℝ : . 

Το ανοικτό από δεξιά διάστηµα [a,b) = { }x a x b∈ ≤ <ℝ : . 

Μια περιοχή ή γειτονιά ή γειτνίαση (neighbourhood) της τιµής x = α, 

ορίζεται σαν ένα διάστηµα τιµών του x που έχει την τιµή α σαν µέσον. 

∆ηλαδή, αν κ είναι ένας δοσµένος θετικός αριθµός, µια περιοχή του x = α, 

ορίζεται από το διάστηµα (a-k) < x < (a+k). Το συνολικό µήκος του 

διαστήµατος είναι 2k και x - a < k. Το k θεωρείται συνήθως πολύ µικρό.  

Μια µεταβλητή είναι συνεχής, αν το πεδίο τιµών της είναι είτε όλο το 

σύνολο των πραγµατικών αριθµών ℝ , είτε οποιοδήποτε διάστηµα του 

συνόλου ℝ . 

Οι  τιµές µιας συνεχούς µεταβλητής µπορούν να διαταχθούν έτσι ώστε 

να είναι απροσδιόριστα πυκνές και χωρίς κενά. Πολύ συχνά θεωρούµε µια 



16 Κεφάλαιο 1ο 

 

 

συνεχή µεταβλητή, παίρνοντας τιµές διαδοχικά κατά αύξουσα τάξη µεγέ-

θους, και το περιγράφουµε αυτό, λέγοντας ότι "η µεταβλητή αυξάνει συ-

νεχώς σε τιµή, όπως ακριβώς σε ένα διάστηµα". 

Μια ασυνεχής µεταβλητή (discontinuous variable) έχει πεδίο τιµών το 

οποίο δεν είναι ούτε το ℝ  ούτε οποιοδήποτε διάστηµα του ℝ . 

Οι  τιµές µιας τέτοιας µεταβλητής δεν µπορούν να διαταχθούν σε τάξη 

µεγέθους χωρίς κενά. Οποιοδήποτε σύνολο αριθµών ειδικού τύπου, π.χ. το 

σύνολο των ακέραιων ή των πολλαπλάσιων του 
1
,

2
 δίνει ένα πεδίο τιµών 

της µεταβλητής, το οποίο είναι ασυνεχές. 

 

 

1.8. Μεταβλητά σηµεία και οι συντεταγµένες τους 
 

Ένα µεταβλητό σηµείο στο χώρο (variable point), είναι ένα σηµείο 

που µπορεί να πάρει οποιαδήποτε θέση µέσα από ένα δοσµένο πεδίο δυ-

νατών θέσεων.  

Για να παραστήσουµε ένα µεταβλητό σηµείο Ρ στο επίπεδο (δισδιάστατο 

χώρο) χαράσσουµε δύο κάθετες ευθείες Οx και Oy µε θετικές διευθύνσεις. Το 

σηµείο Ο, όπου οι δυο ευθείες τέµνονται λέγεται αρχή των συντεταγµενων και 

οι Οx και Oy άξονες συντεταγµένων ή άξονες αναφοράς. 

Παίρνουµε ένα οποιοδήποτε σηµείο Ρ του επιπέδου Οxy και φέρουµε 

τις κάθετες ΡΜ και ΡΝ στους άξονες. Έστω ΟΜ είναι x µονάδες µέτρησης 

και ΟΝ y µονάδες µέτρησης. Τότε γράφουµε ότι το σηµείο Ρ καθορίζεται 

από το ζεύγος (x,y) και λέµε ότι το Ρ έχει συντεταγµένες (x,y), όπου η x 

λέγεται τετµηµένη και η y τεταγµένη. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 3 

y 

 

N 

 

y 

 

         O         x         M                       x   

P(x,y) 


