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T
A GRAFHMATA apoteloÔn anapìspasto kommĹti thc Epistămhc twn Upologistÿn,
kajÿc brÐskoun poluĹrijmec efarmogèc se diaforetikoÔc klĹdouc thc. PrĹg-

mati, eÐnai dÔskolo na fantasteÐ kaneÐc efarmogă pou na mhn ta qrhsimopoieÐ!
Sthn sunèqeia ja asqolhjoÔme me thn eswterikă anaparĹstash twn grafhmĹtwn, tic
mejìdouc diaperĹseÿc touc kai touc basikoÔc algorÐjmouc exagwgăc twn poiotikÿn
qarakthristikÿn touc.

3.1 Basikă OrologÐa

àna mh kateujunìmeno grĹfhma (undirected graph) G = (V, E) apoteleÐtai apì
èna peperasmèno sÔnolo korufÿn (vertices) V kai èna sÔnolo akmÿn (edges) E
epÐ tou V , ătoi adiĹtakta zeÔgh diakekrimènwn korufÿn (Sqăma 3.1(a)). àtsi, eĹn
e = {v, w} ∈ E, v, w ∈ V lème pwc h akmă e prospÐptei stic ă èqei wc Ĺkra tic
korufèc v, w. To plăjoc twn prospiptousÿn akmÿn mÐac korufăc v sunistĹ ton
bajmì (degree) thc deg(v). Parathrăste pwc, ef" ìson to E eÐnai sÔnolo, metaxÔ
dÔo korufÿn den epitrèpontai perissìterec thc mÐac akmèc, oÔte brìqoi; to grĹfhma
eÐnai, dhladă, aplì (simple). ätan epitrèpontai pollaplèc diasundèseic metaxÔ twn
korufÿn, tìte omiloÔme gia polugrafămata (multigraphs) (Sq. 3.1(b)), enÿ wc yeu-
dografămata (pseudographs) qarakthrÐzontai ta grafămata me brìqouc. àna aplì
grĹfhma qarakthrÐzetai wc plărec (complete), ìtan ìlec oi korufèc tou sundèontai
metaxÔ touc kai sumbolÐzetai me Kn, ìpou n = |V | (Sq. 3.1(g)).

àna peperasmèno sÔnolo korufÿn V kai èna sÔnolo kateujunìmenwn akmÿn
(directed edges) E epÐ tou V ­ătoi diatetagmèna zeÔgh diakekrimènwn korufÿn­
sunistoÔn èna kateujunìmeno grĹfhma (directed graph) G = (V, E) (Sq. 3.1(d)). à-
tsi, eĹn e = (v, w) ∈ E, v, w ∈ V , lème pwc h akmă e kateujÔnetai apì thn v proc
thn w; plèon, (v, w) 	= (w, v). To plăjoc twn akmÿn pou xekinoÔn apì mÐa korufă
v apoteloÔn ton bajmì exìdou (out-degree) thc, enÿ to plăjoc twn prospiptousÿn
akmÿn thc kaleÐtai bajmìc eisìdou (in-degree). KĹje korufă me bajmì eisìdou
0 kaleÐtai phgă (source), enÿ oi korufèc me bajmì exìdou 0 kathgoriopoioÔntai wc
katabìjrec (drains) (korufèc 0 kai 4, antÐstoiqa, sto en lìgw Sqăma). Dojèntoc enìc
kateujunìmenou grafămatoc G = (V, E), orÐzetai to anĹstrofo grĹfhma (reverse
graph) GR = (V, ER), sto opoÐo (v, w) ∈ ER, ∀(w, v) ∈ E; tètoio grĹfhma, gia
autì tou Sq. 3.1(d), apoteleÐ to eikonizìmeno sto Sq. 3.1(e). Tèloc, katĹ trìpo anĹ-
logo wc proc ta mh kateujunìmena, ta kateujunìmena dÔnantai na qarakthristoÔn
wc polugrafămata kai yeudografămata, enÿ qrhsimopoioÔme ton ìro plărh (aplĹ)
kateujunìmena grafămata se perÐptwsh pou, metaxÔ dÔo opoiwndăpote korufÿn,
ufÐstatai akribÿc mÐa kateujunìmenh akmă.

Ta paradeÐgmata twn orismÿn pou ja akoloujăsoun, aforoÔn sto grĹfhma tou
Sq. 3.1(a): àna grĹfhma G′ = (V ′, E′) kaleÐtai upogrĹfhma (subgraph) enìc grafă-
matoc G = (V, E), ìtan V ′ ⊆ V kai E′ ⊆ E (Sq. 3.1(st)). MĹlista, ìtan to sÔnolo
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Sqăma 3.1: Stigmiìtupa grafhmĹtwn.

E′ perilambĹnei ìlec tic akmèc tou E pou èqoun ta Ĺkra touc sto V ′, tìte omiloÔme
gia epagìmeno (induced) upogrĹfhma (Sq. 3.1(z)), enÿ, eĹn V ′ = V , tìte anaferì-
maste se epikalÔpton (spanning) upogrĹfhma (Sq. 3.1(h)). Sumplărwma (comple-
ment) Ḡ = (V, Ē) enìc grafămatoc G = (V, E) orÐzetai to grĹfhma ìpou to Ē
sunÐstatai apì ìlec tic akmèc tou K|V | pou den anăkoun sto G ­l.q., to Sq. 3.1(j)
apoteleÐ sumplărwma tou en lìgw grafămatoc. MÐa diamèrish tou sunìlou twn
korufÿn V se dÔo diazeugmèna sÔnola V ′, V ′′ orÐzei mÐa tomă (cut) (V ′, V ′′) tou
grafămatoc; to parĹdeigma tou Sq. 3.1(i) orÐzei thn tomă {0, 1}, {2, 3, 4}. Oi de
akmèc pou enÿnoun korufèc tou V ′ me korufèc tou V ′′ onomĹzontai akmèc tomăc
(cut edges) ­sto parĹdeigmĹ mac, eÐnai autèc me èntonh diagrĹmmish. EpÐshc, èna
grĹfhma qarakthrÐzetai wc dimelèc (bipartite), eĹn to sÔnolo V twn korufÿn tou
diamerÐzetai se dÔo diazeugmèna uposÔnola V ′ kai V ′′, tètoia ÿste kĹje akmă tou
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Sqăma 3.2: (sunèqeia) Stigmiìtupa grafhmĹtwn.

grafămatoc na enÿnei korufă tou prÿtou me korufă tou deutèrou. To stigmiìtupo
tou Sq. 3.1(ia) apoteleÐtai apì ta sÔnola {1, 2}, {3, 4}.

MÐa akoloujÐa (v1, v2, . . . , vk) k korufÿn, me

{vi, vi+1} ∈ E, ∀i ∈ [1, k − 1],

apoteleÐ èna monopĹti (path) măkouc k − 1. ätan ìlec oi korufèc tou monopa-
tioÔ eÐnai diakekrimènec, tìte èqoume aplì monopĹti (simple path). To megalÔtero
măkoc suntomìterou, Ĺra kai aploÔ, monopatioÔ metaxÔ dÔo korufÿn tou grafă-
matoc apoteleÐ thn diĹmetro (diameter) tou grafămatoc. Lìgou qĹrin, h diĹmetroc
tou grafămatoc sto Sq. 3.1(a) eÐnai 3, kai thn kajorÐzoun oi korufèc 0 kai 4. àna
monopĹti grafămatoc kaleÐtai monopĹti Euler, eĹn diapernĹ kĹje akmă tou grafă-
matoc akribÿc mÐa forĹ ­parathrăste ìti èna tètoio grĹfhma dÔnatai na sqediasteÐ
monokonduliĹ. Gia parĹdeigma, h diadoqikă diapèrash 4 → 3 → 2 → 3 → 1 → 2 →
0 → 1 twn akmÿn tou Sq. 3.1(b) sunistĹ èna monopĹti Euler. Se perÐptwsh pou
v1 = vk, h akoloujÐa korufÿn qarakthrÐzetai wc kÔkloc (cycle), aplìc ă mh. ànac
kÔkloc pou diapernĹ ìlec tic akmèc enìc grafămatoc akribÿc mÐa forĹ apokaleÐtai
kÔkloc Euler. Lìgou qĹrin, h diapèrash 0 → 1 → 3 → 4 → 2 → 0 → 3 → 2 →
1 → 4 → 0 twn akmÿn tou Sq. 3.1(g) diagrĹfei ènan kÔklo Euler. Sta kateujunì-
mena grafămata isqÔoun oi anĹlogoi orismoÐ; me thn diaforĹ, pwc qarakthrÐzontai
kateujunìmena. Gia parĹdeigma, sto Sq. 3.1(ib), eikonÐzetai to aplì, kateujunìmeno
monopĹti {0, 1, 3, 4}, apì thn korufă 0 sthn korufă 4, me endiĹmesec tic 3 kai 4, to
monopĹti {0, 1, 3, 2, 1} tou Sq. 3.1(ig) den eÐnai aplì, enÿ to Sq. 3.2(id) parousiĹzei
ton (aplì) kÔklo {1, 3, 2, 1}. DÔo monopĹtia (kÔkloi) kaloÔntai diazeugmèna wc
proc tic korufèc (akmèc) (vertex (edge) disjoint) eĹn den diajètoun koinèc korufèc
(akmèc). H metabatikă kleistìthta (transitive closure) enìc kateujunìmenou grafă-
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matoc G = (V, E) orÐzetai wc èna grĹfhma G∗ = (V, E∗), me E ⊆ E∗, sto opoÐo
dÔo korufèc v, w ∈ V diasundèontai me mÐa kateujunìmenh akmă e an kai mìnon an
upĹrqei sto G kateujunìmeno monopĹti pou ta sundèei. To Sqăma 3.2(ie) apoteleÐ
thn metabatikă kleistìthta tou Sq. 3.1(d).

àna grĹfhma orÐzetai wc sunektikì (connected), ìtan gia opoiadăpote dÔo ko-
rufèc upĹrqei monopĹti pou tic sundèei. Se antÐjeth perÐptwsh, kaleÐtai mh sune-
ktikì kai apoteleÐtai apì èna sÔnolo sunektikÿn sunistwsÿn (connected compo-
nents), ătoi apì mègista sunektikĹ upografămata. To mh kateujunìmeno grĹfhma,
l.q., tou Sq. 3.2(ist) apoteleÐtai apì dÔo sunektikèc sunistÿsec: h mÐa perilambĹnei
tic korufèc 0, 1, 2, 3 kai 4 kai h Ĺllh apoteleÐtai apì tic korufèc 5, 6, 7.

Ta mh kateujunìmena grafămata qarakthrÐzontai wc disunektikĹ (biconnect-
ed), ìtan metaxÔ dÔo opoiadăpote korufÿn upĹrqoun diazeugmèna, wc proc tic ko-
rufèc, monopĹtia pou tic sundèoun. Se perÐptwsh pou to grĹfhma den eÐnai disu-
nektikì, tìte wc disunektikèc sunistÿsec (biconnected components) orÐzontai ta
mègista upografămatĹ tou pou diajètoun thn idiìthta thc disunektikìthtac. Prèpei
na shmeiwjeÐ, pwc eĹn èna grĹfhma eÐnai sunektikì, den eÐnai, kat" anĹgkhn kai
disunektikì, enÿ, eÐnai dunatìn, mÐa korufă na anăkei se perissìterec thc mÐac di-
sunektikèc sunistÿsec. Sto parĹdeigma tou Sqămatoc 3.2(ist), upĹrqoun treic di-
sunektikèc sunistÿsec, oi {0, 1, 2, 3}, {4} kai {5, 6, 7}. MÐa akmă kaleÐtai gèfura
(bridge), ìtan h afaÐresă thc auxĹnei to plăjoc twn sunektikÿn sunistwsÿn; h
akmă metaxÔ twn korufÿn 3 kai 4 sto Sqăma 3.2(ist) apoteleÐ tètoiou eÐdouc ak-
mă. KatĹ analogÐa, mÐa korufă qarakthrÐzetai wc shmeÐo arjrÿsewc (articulation
point) ă korufă apokopăc (cut vertex), ìtan h apìsbesă thc epauxĹnei ton arijmì
twn sunektikÿn sunistwsÿn; p.q., h korufă 3 tou Sq. 3.2(ist) apoteleÐ shmeÐo ar-
jrÿsewc. ApodeiknÔetai pwc èna grĹfhma eÐnai disunektikì eĹn kai mìnon an den
upĹrqoun shmeÐa apokopăc, enÿ kĹje mh disunektikì grĹfhma sunÐstatai apì gè-
furec kai disunektikèc sunistÿsec.

Ta kateujunìmena grafămata qarakthrÐzontai isqurĹ sunektikĹ (strongly con-
nected), ìtan metaxÔ dÔo opoiadăpote korufÿn v, w upĹrqoun dÔo kateujunìmena
monopĹtia, ìqi aparaÐthta diazeugmèna, v � w, w � v pou tic sundèoun. Opìte,
oi isqurĹ sunektikèc sunistÿsec (strongly connected components) orÐzontai wc ta
mègista upografămata me thn idiìthta thc isqurăc sunektikìthtac. Lìgou qĹrin, to
kateujunìmeno grĹfhma tou Sqămatoc 3.2(iz) diajètei tic akìloujec tèsseric isqurĹ
sunektikèc sunistÿsec, tic {0}, {1, 2, 3}, {4} kai {5, 6, 7}. Apì thn Ĺllh, ta kateuju-
nìmena grafămata qarakthrÐzontai asjenÿc sunektikĹ (weakly connected), ìtan,
agnoÿntac thn forĹ twn akmÿn, apodeiknÔontai sunektikĹ.

ätan èna grĹfhma eÐnai Ĺkuklo kai sunektikì onomĹzetai dèndro (tree), p.q., jew-
răste to stigmiìtupo tou Sq. 3.1(j), enÿ, eĹn eÐnai Ĺkuklo kai mh sunektikì, qarakth-
rÐzetai wc dĹsoc (forest). Sta kateujunìmena grafămata, h èlleiyh kateujunìmenwn
kÔklwn ta kathgoriopoieÐ wc kateujunìmena Ĺkukla grafămata ­KAG (DAG). Gia
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parĹdeigma, eĹn allĹxoume thn forĹ thc akmăc pou sundèei tic korufèc 2 kai 3,
to grĹfhma tou Sqămatoc 3.1(d) gÐnetai KAG. Akìmh, èna grĹfhma kaleÐtai puknì
(dense) eĹn |E| = Θ(|V |2); diaforetikĹ, èqoume èna araiì (sparse) grĹfhma. Tèloc,
ìtan se kĹje akmă susqetÐzoume ènan arijmì, to grĹfhma apokaleÐtai bebarhmèno
(weighted). MĹlista, sthn perÐptwsh twn kateujunìmenwn bebarhmènwn grafh-
mĹtwn sunantĹtai kai o ìroc dÐktuo (network); ta grafămata twn sqhmĹtwn 3.2(ih)
kai (ij) apoteloÔn tètoiec periptÿseic. BĹroc ă kìstoc monopatioÔ orÐzetai to Ĺ-
jroisma twn barÿn twn emperieqomènwn akmÿn. ParadeÐgmatoc qĹrin, to kìstoc
tou monopatioÔ apì thn korufă 0 sthn korufă 3 mèsw thc dÔo, sto grĹfhma tou
Sqămatoc 3.2(ih), eÐnai 8.

KleÐnontac, parajètoume tic gnwstìterec posotikèc susqetÐseic sta grafămata,
shmeiÿnontac pwc, stic paragrĹfouc pou èpontai, ja akoloujăsoume thn {sunăjh}
taktikă thc kataqrhstikăc qrhsimopoiăsewc twn sumbìlwn V, E sthn jèsh twn |V |
kai |E| antistoÐqwc.

Jeÿrhma 3.1 Se kĹje mh kateujunìmeno grĹfhma G = (V, E) isqÔei ìti:∑
v∈V

deg(v) = 2|E|,

sta kateujunìmena G = (V, E) èqoume ìti:∑
v∈V

in-deg(v) =
∑
v∈V

out-deg(v) = |E|,

se kĹje dèndro T = (V, E)
|E| = |V | − 1,

enÿ gia kĹje dĹsoc F t dèndrwn:

|E| = |V | − t.

3.2 AnaparĹstash GrafhmĹtwn

To Ĺjroisma V +E qarakthrÐzei plărwc thn poluplokìthta enìc grafămatoc. KatĹ
sunèpeia, ja apoteleÐ mètro thc apotelesmatikìthtac thc ekĹstote epilogăc {eswte-
rikăc} anaparastĹsewc enìc grafămatoc. UpĹrqoun dÔo kurÐarqec anaparastĹseic,
o pÐnakac geitniĹsewc kai h lÐsta geitniĹsewc, ekĹsth me ta meionektămata kai ta
pleonektămatĹ thc, allĹ sÐgoura kalÔterh apì thn trÐth ­kai, katĹ to mĹllon ă
ătton, ligìtero endiafèrousa­ morfă tou pÐnaka akmÿn (edge matrix).

Sthn suzăthsh pou akoloujeÐ, qwrÐc blĹbh thc genikìthtac kai gia programma-
tistikoÔc, kurÐwc, lìgouc, ja akoloujăsoume thn sÔmbash pwc oi korufèc fèroun,
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wc onìmata, touc akeraÐouc 0, . . . , V −1. KĹti tètoio eÐnai efiktì, kajÿc opoiadăpote
onomatologÐa dÔnatai na metasqhmatisteÐ sthn en lìgw morfă mèsw mÐac opoiadă-
pote domăc lexikoÔ. Gia lìgouc katanoăsewc, katĹ thn perigrafă yeudokÿdika, ja
metaqeirizìmaste enallaktikĹ touc tÔpouc int kai vertex gia thn katĹdeixh antikei-
mènou-korufă.

PÐnakac GeitniĹsewc (Adjacency Matrix). H prosèggish aută qrhsimopoieÐ ènan
disdiĹstato duadikì (boolean) pÐnaka A, diastĹsewn V × V , ìpou h timă ‘0’ sto
stoiqeÐo A[v][w] deiknÔei thn apousÐa akmăc metaxÔ twn korufÿn v, w, enÿ h timă
‘1’ dhloÐ thn diasÔndesh twn en lìgw korufÿn. ProkÔptei polÔ eÔkola pwc, sthn
perÐptwsh twn mh kateujunìmenwn grafhmĹtwn, o A eÐnai summetrikìc wc proc thn
kÔria diagÿnio, kĹti pou den parathreÐtai sta kateujunìmena grafămata. Sta be-
barhmèna grafămata, antÐ gia duadikì, qrhsimopoioÔme ènan genikì pÐnaka timÿn,
me kĹje stoiqeÐo na apojhkeÔei to bĹroc thc antÐstoiqhc akmăc. To Sqăma 3.3
parousiĹzei stigmiìtupa autăc thc anaparastĹsewc.

Sqăma 3.3: AnaparĹstash pÐnaka geitniĹsewc: (a) mh kateujunìmeno grĹfhma, (b)
bebarhmèno grĹfhma, kai (g) kateujunìmeno bebarhmèno grĹfhma.
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H anaparĹstash me pÐnaka eÐnai idanikă gia puknĹ grafămata, kajistÿntac ton
èlegqo diasundèsewc metaxÔ dÔo opoiwndăpote korufÿn prĹxh stajeroÔ kìstouc.
EpÐshc, h apotropă enjèsewc pollaplÿn akmÿn metaxÔ tou idÐou zeÔgouc korufÿn
eÐnai eggenăc idiìthta thc mejìdou. Apì thn Ĺllh, sunistĹ Ĺskoph spatĹlh gia araiĹ
grafămata, ìpou to V + E = Θ(V ), enÿ h eÔresh tou bajmoÔ mÐac korufăc eÐnai
arketĹ akribă prĹxh, kajÿc eÐnai grammikă sto plăjoc twn korufÿn tou grafă-
matoc kai ìqi sto plăjoc twn geitonikÿn korufÿn. Tèloc, h afaÐresh mÐac korufăc
apoteleÐ, epÐshc, epÐponh prĹxh, afoÔ aiteÐ anadiamìrfwsh tou pÐnaka.

LÐsta GeitniĹsewc (Adjacency List). H lÐsta geitniĹsewc apoteleÐ thn asfală
epilogă gia araiĹ grafămata. Sugkekrimèna, apoteleÐtai apì ènan prwteÔonta pÐnaka
ă mÐa prwteÔousa lÐsta se deutereÔousec lÐstec (Sqăma 3.4). KĹje stoiqeÐo thc
kÔriac lÐstac ă tou kÔriou pÐnaka antistoiqeÐ se mÐa korufă, thn opoÐa susqetÐzei
me thn deutereÔousa lÐsta twn geitonikÿn proc autăn korufÿn. Sthn perÐptwsh
twn mh kateujunìmenwn grafhmĹtwn, kĹje akmă prèpei na apojhkeuteÐ kai stic dÔo
deutereÔousec lÐstec twn Ĺkrwn thc; sunăjwc de, gia lìgouc apodìsewc katĹ thn
apìsbesh mÐac korufăc, oi dÔo autèc eggrafèc allhlosusqetÐzontai me deÐktec.

Sqăma 3.4: AnaparĹstash lÐstac geitniĹsewc: (a) mh kateujunìmeno grĹfhma mèsw
prwteÔonta pÐnaka kai susqetÐseic sundedemènwn korufÿn kai (b) bebarhmèno ka-
teujunìmeno grĹfhma me prwteÔousa lÐsta.
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Sqăma 3.5: AnaparĹstash pÐnaka akmÿn: (a) mh kateujunìmeno grĹfhma, (b) kateu-
junìmeno bebarhmèno grĹfhma.

ProkÔptei, polÔ eÔkola, pwc h anaparĹstash aută stoiqÐzei V +E, enÿ h eÔresh
twn geitìnwn mÐac korufăc apoteleÐ prĹxh grammikă ston bajmì thc. Apì thn Ĺllh,
paÔoun na eÐnai stajeroÔ kìstouc prĹxeic, h apotropă parĹllhlwn akmÿn, h diapÐ-
stwsh eĹn dÔo korufèc diasundèontai ă ìqi, kai h afaÐresh mÐac akmăc. Gia thn teleu-
taÐa prĹxh, eÐjistai na metaqeirÐzetai kaneÐc mÐa bohjhtikă domă lexikoÔ (sunăjwc,
ènan pÐnaka katakermatismoÔ) gia ton entopismì thc se, sqedìn, stajerì qrìno. Tè-
loc, h lÐsta geitniĹsewc eÔkola mporeÐ na anaparastăsei bebarhmèna grafămata:
arkeÐ na apojhkeuteÐ to bĹroc stic eggrafèc twn deutereuousÿn listÿn.

PÐnakac Akmÿn (Edge Matrix). SunistĹ thn eujÔterh anaparĹstash enìc grafă-
matoc. MetaqeirÐzetai dÔo pÐnakec: ston èna apojhkeÔontai oi akmèc, me ta tuqìn
bĹrh touc kai èndeixh eĹn eÐnai kateujunìmenec ă ìqi, kai ston Ĺllo oi korufèc,
enÿ upĹrqoun deÐktec (pointers) metaxÔ twn akmÿn kai twn korufÿn-Ĺkrwn touc.
To Sqăma 3.5 parousiĹzei stigmiìtupa anaparastĹsewc mh kateujunìmenou kai ka-
teujunìmenou bebarhmènou grafămatoc. EÐnai, bèbaia, dunatìn na exoikonomhjeÐ
o deÔteroc pÐnakac twn korufÿn, eĹn uiojethjeÐ h sÔmbash thc onomasÐac twn
korufÿn me akeraÐouc, kajÿc den ja upĹrqei h anĹgkh dhmiourgÐac antikeimènwn-
stigmiotÔpwn miac eidikăc klĹsewc vertex gia autèc.

To kÔrio qarakthristikì thc eÐnai h Ĺmesh prìsbash apì tic akmèc stic proskeÐ-
menec korufèc. ämwc, h antÐstrofh prĹxh thc prìsbashc twn akmÿn pou eÐnai
proskeÐmenec se dojeÐsa korufă apaiteÐ thn exantlhtikă anazăthsh tou sunìlou
twn akmÿn. Thc Ðdiac duskolÐac eÐnai kai o èlegqoc diasÔndeshc dÔo korufÿn, ìpwc
kai h diagrafă korufăc.
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SumbĹseic gia thn Perigrafă enìc Grafămatoc. Stic ParagrĹfouc kai ta Ke-
fĹlaia pou akoloujoÔn, parèqetai ènac ikanìc arijmìc algorÐjmwn, pou aforoÔn
ta grafămata, ekfrasmènwn se yeudoglÿssa. Ja akoloujhjeÐ h sÔmbash pwc ta
grafămata-eÐsodoi se autoÔc touc algorÐjmouc apoteloÔn stigmiìtupa thc klĹsewc
graph. Aută, sthn basikă diĹrjrwsă thc, ja perièqei tic metablhtèc V, E tou plăjouc
twn korufÿn kai twn akmÿn tou grafămatoc, antistoÐqwc, kai, eĹn qrhsimopoieÐtai
h anaparĹstash lÐstac, o prwteÔwn pÐnakac listÿn geitniĹsewc List, diaforetikĹ,
o pÐnakac geitniĹsewc A. EĹn apaiteÐtai kai o pÐnakac akmÿn, autìc ja dÐdetai wc
Edges. KĹje kìmboc thc List ja perièqei thn metablhtă v thc korufăc pou stegĹzei,
kai, endeqomènwc, to antÐstoiqo bĹroc weight. Apì thn Ĺllh, o Edges ja stegĹzei
antikeÐmena thc klĹsewc edge. Ta teleutaÐa ja perièqoun tic metablhtèc v, w twn
Ĺkrwn touc kai, endeqomènwc, to bĹroc touc weight.

Algorithm graphSearchStart(graph g)
Input: GrĹfhma g
Output: Diapèrash tou g bĹsei thc diadikasÐac graphSearch

1. int v, order = 0; // h order qrhsimopoieÐtai gia thn diĹtaxh twn korufÿn
2. for (v = 0; v < g.V; v++) // arqikopoÐhsh wc anexètastec
3. g.pre[v] = −1;
4. for (v = 0; v < g.V; v++)
5. if (g.pre[v] == −1)
6. graphSearch(g,v);

Algìrijmoc 3.1: EkkÐnhsh thc diadikasÐac yaxÐmatoc graphSearch
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3.3 DiaperĹseic Mh Kateujunìmenwn GrafhmĹtwn

Me ton ìro diapèrash ă diĹbash grafămatoc (graph traversal) qarakthrÐzetai h
diadikasÐa susthmatikăc kai exantlhtikăc exereunăsewc enìc grafămatoc, me thn
exètash twn korufÿn kai twn akmÿn tou. Par" ìlo pou, ìpwc ja doÔme, oi efar-
mozìmenec mèjodoi eÐnai polÔ aplèc kai katanohtèc, en toÔtoic eÐnai tìso isqurèc pou
dÔnantai na qrhsimopoihjoÔn gia thn anakĹluyh idiotătwn, ìpwc, l.q., sunektikìthta
ă Ôparxh kÔklwn, twn upokeÐmenwn grafhmĹtwn.

Upojètoume ìti oi ekĹstote diadikasÐec yaxÐmatoc graphSearch ekkinoÔntai apì
ènan genikì algìrijmo thc morfăc tou Alg. 3.1, kĹnontac qrăsh enìc pÐnaka pre,
o opoÐoc ja parèqetai apì thn klĹsh graph twn grafhmĹtwn­qwrÐc autì na eÐnai
desmeutikì­ kai ja qrhsimeÔei gia thn katagrafă thc seirĹc episkèyewc twn ko-
rufÿn. Kat" autìn ton trìpo, exasfalÐzetai h plărhc diapèrash twn mh sunektikÿn
grafhmĹtwn. Oi arijmoÐ tou pre eÐnai gnwstoÐ kai wc seirĹ prodiatĹxewc (pre-
order), kajÿc, se kĹje korufă, katĹ thn anakĹluyă thc, apodÐdetai ènac arijmìc-
proteraiìthta, protoÔ exetastoÔn oi tuqìn geitonikèc proc autăn korufèc.

3.3.1 Anazăthsh se BĹjoc (AsB)

H anazăthsh se bĹjoc ­AsB (depth first search —DFS) enìc grafămatoc G dÐdei
proteraiìthta stic korufèc pou paramènoun anexereÔnhtec. Pio sugkekrimèna, katĹ
thn ekkÐnhsh thc diadikasÐac AsB, ìlec oi korufèc tou upì exètash grafămatoc
shmeiÿnontai wc anexètastec ă anexereÔnhtec. Katìpin, mèqri na epijewrhjoÔn ìlec
oi korufèc, susthmatikĹ efarmìzoume ta akìlouja dÔo bămata:

(a) epilègoume mÐa anexereÔnhth korufă v kai thn khrÔssoume exereunhmènh, kai

(b) eĹn h v diajètei mÐa anexètasth geÐtona korufă w, metabaÐnoume sthn w, thn
shmeiÿnoume wc exereunhmènh kai, anadromikĹ, efarmìzoume thn diadikasÐa
anazhtăsewc se kĹpoia geitonikă anexereÔnhth korufă thc. EÐjistai, eĹn u-
pĹrqoun perissìterec thc mÐac anexereÔnhtec geitonikèc korufèc, na epilègetai
aută me to mikrìtero ìnoma. H sÔmbash aută ja uiojethjeÐ gia thn sunèqeia.

To Sqăma 3.6 apoteleÐ stigmiìtupo trexÐmatoc AsB, me korufă ekkinăsewc thn 0. Oi
{akoloujoÔmenec} akmèc eikonÐzontai me èntono qrÿma, enÿ me koukkÐdec shmeiÿno-
ntai oi enallaktikèc epilogèc gia thn epìmenh epÐskeyh korufăc. ParapleÔrwc,
eikonÐzetai h ­dendrikăc morfăc­ akoloujÐa twn anadromikÿn klăsewn, h opoÐa
eÐnai gnwstă kai wc dèndro AsB (DFS tree). àtsi, apì thn 0, upĹrqei h dunatìthta
episkèyewc twn 1, 4, 5 kai 9. Apì autèc, lìgw sumbĹsewc, dialègoume thn 1. Sthn
1 èqoume tic enallaktikèc epilogèc twn 2 kai 3 kai epilègoume thn 2 k.o.k. mèqri na
fjĹsoume sthn 4, ìpou, gia prÿth forĹ, ja èqoume monadikă epilogă thn 5, kajÿc
h 0 èqei ădh exereunhjeÐ. Apì thn 5 metabaÐnoume, me upoqrewtikì trìpo, sthn 6,
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Sqăma 3.6: AsB se mh kateujunìmeno, sunektikì grĹfhma.



3.3. DiaperĹseic Mh Kateujunìmenwn GrafhmĹtwn 85

apì thn 6 sthn 8, epÐshc anagkastikĹ. Apì thn 8, ef" ìson den upĹrqoun Ĺllec
anexètastec geitonikèc korufèc, opisjoqwroÔme sthn 6. Apì thn 6, gia ton Ðdio lìgo,
gurÐzoume sthn 5, apì thn 5 sthn 4 k.o.k. mèqri thn 3, h opoÐa diasundèetai me thn
anexètasth 10. Apì thn 10, opisjoqwroÔme sthn 3, apì thn 3 sthn 2, apì thn 2 sthn
1, apì thn 1 sthn 0. H teleutaÐa sundèetai me thn 9. MetabaÐnoume sthn 9, apì thn
9 pÐsw sthn 0 kai h anazăthsh oloklhrÿnetai.

EĹn qrhsimopoieÐtai h anaparĹstash tou grafămatoc me pÐnaka geitniĹsewc, tìte
èqoume ton Algìrijmo 3.2:

Algorithm dfsMatrix(graph g, vertex v)
Input: To grĹfhma g kai mÐa korufă ekkinăsewc v
Output: AkB

1. g.pre[v] = order++; // bohjhtikìc pÐnakac prodiatĹxewc
2. for (w = 0; w < g.V; w++)
3. if (g.A[v][w] != 0) // upĹrqei akmă (v, w)
4. if (g.pre[w] == −1) // h w den èqei anakalufjeÐ akìmh
5. dfsMatrix(g,w);

Algìrijmoc 3.2: Anazăthsh se BĹjoc gia anaparĹstash me pÐnaka

o opoÐoc episkèptetai, anadromikĹ, thn prÿth, katĹ aÔxousa onomasÐa, anexereÔnhth
geitonikă korufă, sunduĹzontac tic plhroforÐec diasundèsewc tou pÐnaka geitniĹsewc
A kai episkèyewc tou bohjhtikoÔ pÐnaka pre.

ätan to grĹfhma anaparÐstatai me lÐsta geitniĹsewc, tìte h diadikasÐa peri-
grĹfetai apì ton Alg. 3.3:

Algorithm dfsList(graph g, vertex v)
Input: To grĹfhma g kai mÐa korufă ekkinăsewc v
Output: AkB

1. g.pre[v] = order++; // bohjhtikìc pÐnakac prodiatĹxewc
2. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext()) // ìso upĹrqei akmă (v, x.v)
3. if (g.pre[x.v] == −1) // h korufă x.v den èqei anakalufjeÐ akìmh
4. dfsList(g,x.v);

Algìrijmoc 3.3: Anazăthsh se BĹjoc gia anaparĹstash me lÐsta.

o opoÐoc, en antijèsei proc ton Alg. 3.2, elègqei ap" eujeÐac eĹn oi geitonikèc thc ekĹ-
stote korufăc v èqoun ădh anakalufjeÐ, kai mìnon autèc, sarÿnontac thn antÐstoiqh
deutereÔousa lÐsta List[v].
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Jeÿrhma 3.2 H diapèrash AsB peratÿnei se qrìno grammikì wc proc thn polu-
plokìthta tou upì exereÔnhsh grafămatoc G.

Apìdeixh. ProkÔptei Ĺmesa, parathrÿntac pwc kĹje korufă shmeiÿnetai akribÿc
mÐa forĹ wc exereunhmènh, enÿ kĹje akmă diereunĹtai to polÔ dÔo forèc, mÐa apì
kĹje Ĺkro thc, katĹ ton èlegqo, eĹn to Ĺllo Ĺkro eÐnai anexereÔnhto ă ìqi. �

JumhjeÐte, tÿra, pwc h akoloujÐa twn anadromikÿn klăsewn thc AsB anaparÐ-
statai me to dèndro AsB. àstw, loipìn, TG to dèndro AsB pou prokÔptei apì mÐa
anazăthsh se bĹjoc enìc grafămatoc G. BĹsei autoÔ, oi akmèc tou G diakrÐnontai
se:

akmèc dèndrou (tree edges), eĹn apoteloÔn tmăma tou TG, kai

opisjoakmèc (back-edges), eĹn sundèoun korufèc v, w pou epideiknÔoun sqèsh pro-
gìnou-apogìnou wc proc to TG. Parathrăste pwc, se autăn thn perÐptwsh,
G.pre[v] < G.pre[w].

To Sqăma 3.7 parousiĹzei thn kathgoriopoÐhsh twn akmÿn gia to parĹdeigma tou
Sqămatoc 3.6. AxÐzei na shmeiwjeÐ pwc to anĹstrofo dèndro TR

G tou TG dÔnatai na
kataskeuasteÐ Ĺmesa, katĹ thn diĹrkeia klăshc eÐte tou Alg. 3.2 eÐte tou Alg. 3.3,
mèsw enìc bohjhtikoÔ pÐnaka G.T : kĹje forĹ pou metabaÐnoume apì mÐa korufă v
se mÐa geitonikă, anexereÔnhth korufă w, anajètoume G.T [w] = v, ÿste na shmei-
wjeÐ pwc patèrac tou w, sto dèndro TG, eÐnai h korufă v. EĹn to upì exereÔnhsh
grĹfhma den eÐnai sunektikì, tìte h diadikasÐa dÔnatai na anaparastajeÐ apì èna
dĹsoc dèndrwn AsB (Sqăma 3.8). GenikĹ, pĹntwc, èna dèndro AsB diakrÐnetai gia to
megĹlo Ôyoc tou kai ìqi tìso gia to ĹplwmĹ tou. Ÿtoi, epideiknÔei mikroÔc, katĹ
kanìna, bajmoÔc exìdou.

Sqăma 3.7: KathgoriopoÐhsh twn akmÿn grafămatoc (dexiĹ) bĹsei tou dèndrou AsB
pou antistoiqeÐ sthn eikonizìmenh AsB (aristerĹ). Me paqièc akmèc, shmeiÿnontai
oi akmèc dèndrou, enÿ, me leptèc diakekommènec, oi opisjoakmèc.
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Sqăma 3.8: AsB se mh kateujunìmeno, mh sunektikì grĹfhma. Sto dexiì kĹtw mèroc
tou Sqămatoc apeikonÐzetai h kathgoriopoÐhsh twn sunektikÿn sunistwsÿn bĹsei
tou dĹsouc AsB.
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Me tropopoÐhsh twn AlgorÐjmwn 3.2 kai 3.3 kajÐstatai dunată kai h eÔresh twn
arijmÿn metadiatĹxewc (postorder), oi opoÐoi antistoiqoÔn sthn antÐstrofh seirĹ
(peratÿsewc) thc anazhtăsewc; me Ĺlla lìgia, kĹje neo-anakalufjeÐsa korufă lam-
bĹnei ton prÿto diajèsimo arijmì, afoÔ termatÐsoun oi anadromikèc klăseic proc
ìlec tic tuqìn anexètastec geitonikèc korufèc. ArkeÐ, loipìn, o trèqwn diajèsimoc a-
rijmìc order na shmeiÿnetai se ènan epiplèon pÐnaka post, metĹ thn epexergasÐa twn
proskeÐmenwn korufÿn. Me diajèsimouc kai touc dÔo pÐnakec post, pre eÐnai dunată
h eÔresh thc sqèsewc, wc proc thn antÐstoiqh AsB, metaxÔ dÔo korufÿn v, w:

Lămma 3.1 Dojèntwn twn pinĹkwn prodiatĹxewc kai metadiatĹxewc post, pre,

h v eÐnai apìgonoc thc w, an kai mìnon an pre(v) > pre(w) kai post(v) <
post(w).

h v eÐnai prìgonoc thc w, an kai mìnon an pre(v) < pre(w) kai post(v) >
post(w).

h v den sqetÐzetai me thn w, se kĹje Ĺllh perÐptwsh.

Apìdeixh. Ămesh apì thn diadikasÐa apodìsewc twn arijmÿn prodiatĹxewc kai meta-
diatĹxewc. �

Efarmogèc. H AsB dÔnatai na epilÔsei ta akìlouja problămata se mh kateu-
junìmena grafămata:

Entopismìc kÔklou: GÐnetai Ĺmesa, af" hc stigmăc entopisteÐ, me qrăsh tou
pÐnaka pre, h prÿth opisjoakmă.

EÔresh aploÔ monopatioÔ metaxÔ dÔo korufÿn v, w: ArkeÐ na ekkinăsoume
apì thn v mÐa AsB. EĹn ìntwc upĹrqei monopĹti, h diapèrash ja to entopÐsei. Tupikă
apìdeixh gia ton isqurismì autì prokÔptei polÔ eÔkola, me epagwgă sto măkoc tou
monopatioÔ.

EpikalÔpton Dèndro ă DĹsoc, Aplă Sunektikìthta: EĹn to grĹfhma eÐnai
sunektikì, tìte to dèndro AsB sunistĹ èna epikalÔpton dèndro. DiaforetikĹ, oi t
diaforetikèc epanekkinăseic thc AsB anakalÔptoun ta epikalÔptonta dèndra twn
t sunektikÿn sunistwsÿn. Oi tropopoiăseic pou apaitoÔntai gia thn epÐteuxh tou
skopoÔ eÐnai elĹqistec: ArkeÐ na qrhsimopoihjeÐ ènac bohjhtikìc pÐnakac cc, gia thn
antistoÐqish kĹje korufăc me thn sunektikă sunistÿsa pou anăkei, kai mÐa bohjhtikă
metablhtă ccnumber. Sthn grammă 1 tou Alg. 3.2 ă tou Alg. 3.3 prèpei na anajètetai
sthn v o trèqwn arijmìc sunistÿsac ccnumber (dhladă, cc[v] = ccnumber), enÿ,
se kĹje epanekkÐnhsh thc grammăc 4 tou Alg. 3.1, eÐnai anĹgkh na auxĹnetai o
ccnumber katĹ èna.
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Sqăma 3.9: ShmeÐa arjrÿsewc (korufèc 0, 2, 3) kai disunektikèc sunistÿsec (entìc
diĹstiktwn kampÔlwn). Me paqièc grammèc shmeiÿnontai oi gèfurec. DexiĹ èkastou
kìmbou, eikonÐzetai o arijmìc prodiatĹxewc, enÿ, aristerĹ, o arijmìc low me tic
endiĹmesec metabolèc tou.

ShmeÐa Arjrÿsewc: MÐa korufă v apoteleÐ shmeÐo arjrÿsewc, ef" ìson eÐte
den upĹrqei apìgonìc thc sto dèndro AsB pou na diasundèetai me opisjoakmă me
ènan prìgono thc v (kai, Ĺra, ìla ta monopĹtia pou sundèoun apogìnouc thc v me
progìnouc thc anagkastikĹ dièrqontai apì thn v) eÐte h v eÐnai rÐza tou AsB me
perissìtera tou enìc paidiĹ ­epomènwc, h apokopă thc v empodÐzei touc kìmbouc
enìc upodèndrou thc v na sundejoÔn me touc kìmbouc opoioudăpote Ĺllou upodèndrou
thc.

To Sqăma 3.9 emfaÐnei autăn thn sqèsh: H korufă 2 apoteleÐ shmeÐo arjrÿsewc
gia touc kìmbouc tou aristeroÔ upodèndrou thc, ìqi, ìmwc, kai gia thn 7 tou dexioÔ
upodèndrou thc, kajÿc, gia thn teleutaÐa, upĹrqei enallaktikă diadromă mèsw thc
opisjoakmăc (1,7). H 2 eÐnai, epÐshc, shmeÐo arjrÿsewc, wc rÐza-endiĹmesh korufă
gia ta dÔo upodèndra thc, ìpwc kai h 3, kajÿc apoteleÐ endiĹmesh gia thn 4. O
Alg. 3.4 apoteleÐ mÐa endeiktikă ulopoÐhsh. Basikă proôpìjesh tou h korufă v
thc prÿthc klăsewc na èqei bajmì toulĹqiston dÔo; diaforetikĹ, h v anagoreÔetai,
lanjasmèna, wc shmeÐo arjrÿsewc.

Kentrikă bohjhtikă domă ston en lìgw algìrijmo apoteleÐ o pÐnakac low. H
timă low[v] ja isoÔtai me thn mikrìterh apì tic akìloujec timèc: (a) ton arijmì
prodiatĹxewc pre[v] thc v kai (b) ton mikrìtero arijmì prodiatĹxewc pou mporeÐ na
anakalufjeÐ apì èna aplì monopĹti π, to opoÐo apoteleÐtai apì akmèc apogìnwn
thc v akoloujoÔmeno to polÔ apì mÐa opisjoakmă. Apì ton prohgoÔmeno orismì,
kajÐstatai fanerì pwc mÐa korufă den eÐnai shmeÐo arjrÿsewc eĹn low[w] < pre[v],
gia kĹje paidÐ w thc v sto dèndro AsB, afoÔ h teleutaÐa sqèsh shmaÐnei thn Ôparxh
enallaktikÿn monopatiÿn apì ìlec tic korufèc-apogìnouc thc sto dèndro AsB, proc
tic korufèc-progìnouc thc.

O upologismìc tou low[v] gÐnetai anadromikĹ, exetĹzontac xeqwristĹ ìlouc touc
giouc thc v sto dèndro AsB (grammă 5), kratÿntac thn mikrìterh apì tic timèc (gram-
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Algorithm articPoint(graph g, vertex v)
Input: GrĹfhma g me bohjhtikoÔc pÐnakec pre, low,T
Output: H lÐsta artPoint sumplhrwmènh me ta shmeÐa arjrÿsewc

1. g.low[v] = g.pre[v] = g.order++; // arijmìc prodiatĹxewc
2. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())
3. if (g.pre[w = x.v] == −1){ // anexereÔnhth korufă
4. g.T[w] = v; // shmeÐwsh tou v wc patèra tou w
5. articPoint(g,w);
6. if (g.low[v] > g.low[w]) // upĹrqei opisjoakmă proc prìgono
7. g.low[v] = g.low[w];
8. if (g.low[w] >= g.pre[v])
9. g.artPoint.insLast(v); // eÔresh shmeÐou arjrÿsewc
10. }
11. else if ((w != g.T[v]) && (g.low[v] > g.pre[w]))
12. g.low[v] = g.pre[w]; // h (w, v) eÐnai opisjoakmă

Algìrijmoc 3.4: EÔresh shmeÐwn arjrÿsewc

mèc 6`7), kai touc arijmoÔc prodiatĹxewc ìlwn twn korufÿn prospelĹsewn mèsw
opisjoakmÿn (grammèc 11`12). Opìte, eĹn metĹ thn epexergasÐa enìc upodèndrou,
prokÔyei ìti ìlec oi korufèc tou den mporoÔn na parakĹmyoun thn v mèsw opisjoak-
măc (grammă 8), tìte h v eÐnai kai shmeÐo arjrÿsewc.

Epanerqìmenoi sto parĹdeigma tou Sqămatoc 3.9, o upologismìc thc timăc low[0],
afoÔ pĹrei thn arqikă timă 0, ja oloklhrwjeÐ metĹ ton upologismì twn low[1], low[3],
me autăn thn seirĹ. H low[1] xekinĹ me thn timă pre[1] = 1. En suneqeÐa, ja proklhjeÐ
o upologismìc thc low[2]. H teleutaÐa arqikopoieÐtai sthn timă 2. Katìpin, gÐnetai
0, lìgw thc exètashc thc opisjoakmăc (2,0) pou odhgeÐ ston kìmbo 0 me arijmì
prodiatĹxewc 0. En suneqeÐa, upologÐzetai anadromikĹ h low[5], h opoÐa, apì 3
gÐnetai 2, kajÿc h apìgonìc thc 6, mèsw thc opisjoakmăc (6,2), sundèetai me thn
2 pou èqei arijmì prodiatĹxewc pre[2] = 2, enÿ h 5 den eÐnai shmeÐo arjrÿsewc,
afoÔ pre[5] = 3 > low[6] = 2. Kajÿc low[5] = 2 < low[2] = 0, den shmeiÿnetai
kammÐa metabolă sthn low[2], metĹ thn oloklărwsh twn upologismÿn gia thn 5,
allĹ, h 2 anagoreÔetai wc shmeÐo arjrÿsewc gia to aristerì thc upodèndro, ef"
ìson low[5] = 2 ≥ pre[2] = 2. AkoloÔjwc, h anadromikă diadikasÐa metabaÐnei sthn
korufă 7 k.o.k.

H qronikă poluplokìthta tou algorÐjmou eÐnai grammikă, afoÔ, ousiastikĹ,
apoteleÐ parallagă thc AsB. Wc teleutaÐa shmeÐwsh, anafèretai ìti, arketĹ eÔko-
la, o Alg. 3.4 mporeÐ na tropopoihjeÐ, ÿste na anakalÔptei kai tic gèfurec. SkefteÐte
pÿc!
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Sqăma 3.10: Entopismìc disunektikÿn sunistwsÿn mèsw klĹsewn isodunamÐac: H
arqikă AsB (aristerĹ) kai to bohjhtikì grĹfhma BG (dexiĹ).

Lămma 3.2 O entopismìc twn shmeÐwn arjrÿsewc kai twn gefurÿn enìc grafămatoc
G = (V, E) apaiteÐ grammikì, sto mègejìc tou, qrìno.

Disunektikèc Sunistÿsec: H prÿth antimetÿpish basÐzetai sthn akìloujh sqè-
sh isodunamÐac (ParĹrthma A.2) L epÐ tou sunìlou E twn akmÿn enìc grafămatoc
G = (V, E):

eLo, e, o ∈ E aan e = o ă oi e, o anăkoun se kĹpoion aplì kÔklo tou G.

H apìdeixh ìti h L eÐnai sqèsh isodunamÐac eÐnai aplă. To megalÔtero endiafèron
eÐnai ìti oi klĹseic isodunamÐac thc tautÐzontai me tic disunektikèc sunistÿsec toÔ
G. H teleutaÐa paratărhsh prokÔptei Ĺmesa, apì ton orismì miac disunektikăc
sunistÿsac wc to mègisto upogrĹfhma G′ tou G, sto opoÐo, kĹje zeÔgoc korufÿn
v, w, diasundèontai me dÔo, diazeugmèna wc proc tic korufèc kai tic akmèc, monopĹtia
kai, sunepÿc, upĹrqei aplìc kÔkloc pou ta perilambĹnei. Epomènwc, mÐa korufă
v ∈ V eÐnai shmeÐo arjrÿsewc an kai mìnon an èqei prospÐptousec akmèc pou anăkoun
se dÔo ă perissìterec klĹseic isodunamÐac, enÿ mÐa akmă e ∈ E eÐnai gèfura eĹn
kai mìnon an eÐnai to mìno mèloc miac klĹsewc isodunamÐac; ătoi, [e] = {e}.

KatĹ sunèpeia, eĹn upologisjoÔn oi klĹseic isodunamÐac, bĹsei twn parapĹnw
parathrăsewn, eÐnai dunată h plărhc kathgoriopoÐhsh twn akmÿn kai twn korufÿn
tou grafămatoc. O entopismìc touc apaiteÐ dÔo AsB kai èna bohjhtikì grĹfhma BG

(Sqăma 3.10). To men sÔnolo korufÿn tou B eÐnai se ‘èna-proc-èna’ antistoiqÐa me
to sÔnolo twn akmÿn tou G. To de sÔnolo akmÿn sqhmatÐzetai me thn boăjeia mÐac
AsB: Gia kĹje opisjoakmă b pou anakalÔptetai, èstw e1, e2, . . . , ej oi akmèc dèndrou
tou antÐstoiqou kÔklou. Prosjètoume sto BG tic akmèc (b, e1), (b, e2), . . . , (b, ej). H
anakĹluyh thc (2, 0) sto parĹdeigmĹ mac, èqei, wc sunèpeia, thn diasÔndesh twn
korufÿn 0-1 kai 1-2 tou BG me thn 0-2, h eÔresh thc (6, 2) thn ènwsh twn 5-6 kai
2-5 me thn 2-6, enÿ, ìtan sunantoÔme thn (7, 1), sundèoume thn 1-7 me tic 1-2 kai 1-7.

To sÔnolo twn sunektikÿn sunistwsÿn tou BG brÐsketai se ‘èna-proc-èna’ a-
ntistoiqÐa me to sÔnolo twn disunektikÿn sunistwsÿn tou G: Oi akmèc enìc kÔklou
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c tou G sundèontai metaxÔ touc sto BG, diamèsou thc korufăc thc opisjoakmăc,
sqhmatÐzontac, ètsi, èna upogrĹfhma {astèra} (star ă hub) sc. Epiplèon, oi kÔkloi
pou anăkoun sthn Ðdia disunektikă sunistÿsa, moirĹzontai, sto G, akmèc apì èna
monopĹti, apoteloÔmeno apì akmèc dèndrou AsB. Autèc oi koinèc akmèc èqoun, wc
sunèpeia, thn sunènwsh twn antÐstoiqwn {astèrwn} metaxÔ touc. Wc ek toÔtou, mÐa
AsB sto BG dÔnatai na entopÐsei tic disunektikèc sunistÿsec tou G. SunoyÐzontac,
èqoume

Lămma 3.3 Dojèntoc enìc mh kateujunìmenou grafămatoc G = (V, E), to prìblhma
tou upologismoÔ twn disunektikÿn sunistwsÿn tou eÐnai grammikì sto mègejoc thc
eisìdou.

H poluplokìthta thc parapĹnw lÔsewc exartĹtai apì to mègejoc tou para-
gìmenou BG. To teleutaÐo frĹssetai apì to O(nm), kajÿc ènac kÔkloc mporeÐ
na apoteleÐtai apì O(n) akmèc. Me apotèlesma, h en lìgw antimetÿpish na kostÐzei
O(nm). EÐnai dunatìn o qrìnoc na pèsei sto O(n + m), eĹn, antÐ gia to plărec
BG, paraqjeÐ èna epikalÔpton dĹsoc tou SG. Tìte, to mègejoc tou bohjhtikoÔ
grafămatoc periorÐzetai sto O(m), kai oi dÔo AsB kostÐzoun O(n + m) + O(m) =
O(n + m). H kataskeuă tou beltiwmènou SG paraleÐpetai wc (mÐa kală) Ĺskhsh.

EnallaktikĹ, mporeÐ kaneÐc na epekteÐnei ton algìrijmo eurèsewc twn shmeÐwn
arjrÿsewc (Alg. 3.4), ÿste na entopÐzontai kai oi disunektikèc sunistÿsec. Sug-
kekrimèna, eĹn o èlegqoc thc grammăc 8 katadeiqjeÐ alhjinìc, tìte h (v, w), mazÐ me
ìlec tic akmèc pou prospelĹjhkan katĹ thn anadromikă klăsh thc grammăc 5, suni-
stoÔn mÐa disunektikă sunistÿsa. H paratărhsh aută upodeiknÔei thn qrăsh mÐac
domăc stoÐbac (a) gia thn eisagwgă èkasthc akmăc (v, w) eÐte proc neo-anakalufjeÐsa
(anexètasth, dhladă) eÐte proc {progonikă}, allĹ diĹforh thc g.T [v] (tou patèra,
dhladă, thc v), korufă w kai (b) thn anĹkthsh ìlwn twn akmÿn-melÿn thc trèqousac
disunektikăc sunistÿsac, kĹje forĹ pou low[w] ≥ pre[v] ­kai Ĺra h v den mporeÐ
na parakamfjeÐ mèsw enallaktikoÔ monopatioÔ­ (grammă 8), me diadoqikĹ pop apì
thn stoÐba, mèqric ìtou prospelasteÐ h (v, w).

Kajÿc kĹje akmă anăkei se mÐa mìno disunektikă sunistÿsa, prokÔptei Ĺmesa
pwc h parapĹnw tropopoÐhsh diathreÐ thn grammikìthta tou Alg. 3.4. AxÐzei se autì
to shmeÐo na shmeiwjeÐ ìti, eĹn to grĹfhma perièqei apomonwmènec korufèc (bajmoÔ,
dhladă, 0), h parapĹnw perigrafă den tic anagoreÔei wc (tetrimmènec) disunektikèc
sunistÿsec. Aută h {parĹlhyh} afănetai, en eÐdei askăsewc, ston anagnÿsth. Wc
proc thn orjìthtĹ thc, eÐnai dunată h tupikă apìdeixh me isqurĹ epagwgă:

Wc bĹsh thc epagwgăc, qrhsimopoioÔme thn orjìthta tou algorÐjmou sta di-
sunektikĹ grafămata, kajÿc, tìte, to dèndro AsB ja diajètei rÐza r me èna mìno
paidÐ kai, sunepÿc, h r ja eÐnai h mình korufă pou ikanopoieÐ ton èlegqo thc grammăc
8. Gia thn epagwgikă upìjesh, jewroÔme ìti o algìrijmoc douleÔei swstĹ gia ìla
ta grafămata G = (V, E), diajètonta to polÔ m disunektikèc sunistÿsec. Opìte,
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prèpei na deÐxoume ìti douleÔei kai gia ta grafămata G′ = (V ′, E′), me m + 1 di-
sunektikèc sunistÿsec. Autì prokÔptei, eĹn parathrăsoume pwc, thn prÿth forĹ
pou o èlegqoc low[w] ≥ pre[v] apodeiqjeÐ swstìc, tìte h v eÐnai shmeÐo arjrÿsewc
kai h stoÐba perièqei ìlec tic akmèc, pou eÐnai proskeÐmenec se apogìnouc thc v,
pĹnw apì thn (v, w). Kajÿc, de, kammÐa korufă-apìgonoc thc v den eÐnai shmeÐo
arjrÿsewc, èpetai pwc ìlec autèc oi akmèc, mazÐ me thn (v, w), sunistoÔn mÐa di-
sunektikă sunistÿsa. MetĹ thn anĹkthsă thc, me ta diadoqikĹ pop, to enapomeÐnan
tmăma tou grafămatoc perièqei m disunektikèc sunistÿsec, kai, bĹsei thc epagwgikăc
upojèsewc, o algìrijmoc ja sumperiferjeÐ orjĹ. KatĹ sunèpeia:

Lămma 3.4 H tropopoihmènh ekdoqă tou Alg. 3.4 upologÐzei, entìc grammikoÔ qrìnou,
ìlec tic disunektikèc sunistÿsec kĹje grafămatoc G = (V, E).

3.3.2 Anazăthsh katĹ PlĹtoc (AkP)

H anazăthsh katĹ plĹtoc ­AkP (breadth first search —BFS) enìc grafămatoc
G petuqaÐnei thn exereÔnhsh twn korufÿn tou grafămatoc katĹ aÔxonta măkh e-
laqÐstwn monopatiÿn apì thn arqikă korufă-afethrÐa. äpwc kai sthn AsB, katĹ
thn ekkÐnhsh thc diadikasÐac AkP, ìlec oi korufèc tou ekĹstote grafămatoc G
shmeiÿnontai wc anexereÔnhtec (Sqăma 3.11). Epilègoume mÐa korufă v wc afethrÐ-
a thc anazhtăsewc, thn opoÐa kai qarakthrÐzoume exereunhmènh. Katìpin, mèqri na
epijewrhjoÔn ìlec oi korufèc, susthmatikĹ efarmìzoume ta akìlouja dÔo bămata:

(a) Episkeptìmaste kĹje anexètasth geÐtona korufă w thc v, shmeiÿnontac thn
wc exereunhmènh, kai

(b) gia kĹje korufă w pou episkeftăkame sto băma (a), frontÐzoume na exetĹ-
soume tic geitonikèc thc korufèc, thrÿntac thn diĹtaxh FiFo.

O Algìrijmoc 3.5 apoteleÐ thn ekdoqă thc AkP, gia anaparĹstash me pÐnaka geitnÐ-
ashc. Me elĹqistec allagèc stic grammèc 5`6, katĹ trìpo parìmoio proc ton Alg. 3.3,
prokÔptei h parallagă gia anaparastĹseic me lÐstec geitniĹsewc.

Parathrăste pwc h AkP sarÿnei tic korufèc tou G katĹ {kÔmata} (bămata): Sto
prÿto kÔma, episkeptìmaste ìlec tic korufèc pou sundèontai Ĺmesa me thn afethrÐa.
KatĹ to deÔtero kÔma, exereunoÔme ìsec korufèc èqoun elĹqisto măkoc monopatioÔ
apì thn afethrÐa Ðso me dÔo, sto trÐto, autèc pou apèqoun apìstash Ðsh me 3 k.o.k.
Autì sumbaÐnei giatÐ, kĹje qronikă stigmă, h domă thc FiFo diajètei dÔo eidÿn ko-
rufèc, oi elĹqistec apostĹseic twn opoÐwn diafèroun katĹ mÐa monĹda. Sugkekrimè-
na, katĹ to i-stì kÔma, h FiFo perilambĹnei èna sÔnolo korufÿn, apostĹsewc i
apì thn afethrÐa, akoloujoÔmeno apì 0 ă perissìterec korufèc, apostĹsewc i + 1.
Mìlic exantlhjoÔn oi korufèc apostĹsewc i, xekinĹ to (i + 1)-stì kÔma, katĹ to
opoÐo h AkP episkèptetai ìlec ìsec apèqoun i + 1, enÿ sthn ourĹ ja eisĹgontai,
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Sqăma 3.11: AkP se mh kateujunìmeno, sunektikì grĹfhma. Oi qrwmatismoÐ
katadeiknÔoun kìmbouc Ðdiac apostĹsewc apì ton kìmbo ekkinăsewc.
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Algorithm bfsMatrix(graph g, vertex v)
Input: To grĹfhma g kai mÐa korufă ekkinăsewc v
Output: AkB

1. fifo f = new fifo();
2. f.enqueue(v);
3. g.pre[v] = order++;
4. while (!f.isEmpty()){
5. w = f.dequeue();
6. for (x = 0; x < g.V; x++)
7. if ((g.A[w][x] == 1) && (g.pre[x] == −1)){
8. f.enqueue(x);
9. g.pre[x] = order++;
10. }
11. }

Algìrijmoc 3.5: Anazăthsh se PlĹtoc gia anaparĹstash me pÐnaka

eĹn upĹrqoun, korufèc apostĹsewc i + 2. KajÐstatai, plèon, faneră kai h epilogă
thc onomasÐac autăc thc diadikasÐac anazhtăsewc; oi korufèc diamerÐzontai se e-
xereunhmènec kai anexereÔnhtec, kai se kĹje băma exetĹzontai ìlec oi anexètastec
korufèc pou keÐtontai katĹ plĹtoc tou sunìrou.

BĹsei twn parapĹnw, oi korufèc eisĹgontai kai exĹgontai apì thn ourĹ FiFo
katĹ seirĹ aÔxousac (elĹqisthc) apostĹsewc apì thn korufă afethrÐa. Epomènwc, h
AkP entopÐzei ta suntomìtera (ă, isodÔnama, fjhnìtera) monopĹtia apì thn korufă
enĹrxewc thc anazhtăsewc proc ìlec tic upìloipec, jewrÿntac pwc ìlec oi akmèc
èqoun {bĹroc} ă {kìstoc} Ðso me thn monĹda. Sto KefĹlaio 5 ja antimetwpisteÐ h
genikìterh perÐptwsh suntomìterwn monopatiÿn se bebarhmèna grafămata.

Jeÿrhma 3.3 H diapèrash AkP exereunĹ èna grĹfhma G se qrìno grammikì wc proc
thn poluplokìthta tou.

Apìdeixh. ProkÔptei eĹn parathrăsoume pwc kĹje akmă elègqetai akribÿc mÐa forĹ,
enÿ kĹje korufă eisĹgetai sthn kai exĹgetai apì thn ourĹ mìno mÐa forĹ. �

KatĹ trìpo anĹlogo proc thn AsB, kai h diadikasÐa AkP dÔnatai na qara-
kthristeÐ apì èna dèndro TG, gnwstì wc dèndro AkP (BFS tree) (Sqăma 3.12), to
opoÐo apoteleÐtai apì tic akmèc tou grafămatoc pou odăghsan se neo-anakalufjeÐsec
korufèc kai Ĺra prokĹlesan ton upologismì thc apostĹseÿc touc.

BĹsei tou TG oi akmèc tou antÐstoiqou grafămatoc diakrÐnontai se:

akmèc dèndrou (tree edges), eĹn apoteloÔn tmăma tou TG,
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Sqăma 3.12: KathgoriopoÐhsh akmÿn (dexiĹ) bĹsei thc eikonizìmenhc AkP (aristerĹ).
Oi akmèc dèndrou shmeiÿnontai paqièc, enÿ oi diastaurÿsewc leptèc kai diakekom-
mènec. äloi oi kìmboi epipèdou i apèqoun apì ton kìmbo ekkinăsewc apìstash i.

akmèc diastaurÿsewc (cross-edges), eĹn sundèoun korufèc, pou oi arijmoÐ epipèdou
touc sto TG diafèroun to polÔ katĹ èna, enÿ den epideiknÔoun sqèsh progìnou-
apogìnou.

O periorismìc pou dièpei ton arijmì epipèdou twn Ĺkrwn twn akmÿn diastaurÿsewc
proèrqetai apì to gegonìc ìti kĹje qronikă stigmă h FiFo perièqei korufèc, oi a-
postĹseic twn opoÐwn diafèroun katĹ èna, to polÔ. Epomènwc, akmă diastaÔrwshc
(v, w), pou diabaÐnei dÔo ă perissìtera epÐpeda eÐnai adÔnath, kajÿc toÔto ja să-
maine ìti sto grĹfhma upĹrqei suntomìtero monopĹti gia thn w, mèsw thc v, kai den
brèjhke, par" ìlh thn diaqeÐrish thc FiFo (Ĺtopo).

EĹn to en lìgw grĹfhma den eÐnai sunektikì, tìte h diadikasÐa dÔnatai na ana-
parastajeÐ apì èna dĹsoc dèndrwn AkP. Mèsw enìc bohjhtikoÔ pÐnaka G.T , me
ton Ðdio trìpo pou akoloujăjhke kai sthn perÐptwsh thc AsB, dÔnatai kaneÐc na
kataskeuĹsei to anĹstrofo dèndro TR

G tou TG. Wc genikì sqìlio, pĹntwc, ta dèndra
AkP qarakthrÐzontai apì ton megĹlo bajmì exìdou kai ìqi tìso gia to Ôyoc touc,
kajÿc, en antijèsei proc thn AsB, h AkP den {adhmoneÐ} na akoloujăsei anexereÔ-
nhtec akmèc, allĹ diereunĹ perimetrikĹ sto sÔnoro twn anakalufjeisÿn korufÿn.

Efarmogèc. H AkP dÔnatai na epilÔsei ta akìlouja problămata se mh kateu-
junìmena grafămata:

Entopismìc kÔklou: GÐnetai ef" ìson entopisteÐ h prÿth akmă diastaurÿsewc.

EÔresh aploÔ monopatioÔ metaxÔ dÔo korufÿn v, w: ArkeÐ na ekkinăsoume
apì thn v mÐa AkP. EĹn ìntwc upĹrqei monopĹti, h diapèrash ja to entopÐsei.

EpikalÔpton Dèndro ă DĹsoc, Aplă Sunektikìthta: EĹn to grĹfhma eÐnai
sunektikì, tìte to dèndro AkP sunistĹ èna epikalÔpton dèndro. DiaforetikĹ, oi t
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diaforetikèc epanekkinăseic thc AkP anakalÔptoun ta epikalÔptonta dèndra twn t
sunektikÿn sunistwsÿn.

Suntomìtera MonopĹtia apì mÐa korufă-phgă v: H ektèlesh mÐac AkP se
èna sunektikì grĹfhma me korufă ekkinăsewc thn v anakalÔptei ta suntomìtera,
wc proc plăjoc akmÿn, monopĹtia proc kĹje Ĺllh korufă.

3.3.3 GenÐkeush

MÐa prosektikìterh episkìphsh twn algorÐjmwn AsB kai AkP katadeiknÔei pwc
h eidopoiìc diaforĹ touc ègkeitai ston trìpo epilogăc thc epìmenhc anexereÔnhthc
korufăc. H men AsB, lìgw thc anadromăc, anafèretai se epilogă korufÿn bĹ-
sei mÐac stoÐbac (ourĹc LiFo, dhladă), h de AkP se epÐskeyh bĹsei mÐac ourĹc
FiFo. H paratărhsh aută odhgeÐ ston akìloujo Algìrijmo 3.6 {genikeumènhc} di-
aperĹsewc grafhmĹtwn, ìpou kentrikì shmeÐo apoteleÐ h epilogă thc ourĹc pro-
teraiìthtac: anĹloga me ton trìpo pou ulopoieÐtai h ènjesh kai h apìsbesh apì thn
ourĹ, prokÔptei kai h telikă diapèrash tou dèndrou.

Wc genikì sqìlio, pĹntwc, h ourĹ proteraiìthtac perièqei tic korufèc pou brÐsko-
ntai sto sÔnoro metaxÔ exereunhmènwn kai anexereÔnhtwn korufÿn. KĹje forĹ pou
afaireÐtai mÐa korufă v apì thn ourĹ, afaireÐtai h v apì to sÔnoro, epekteinìmeno
katĹ tic proskeÐmenec se autăn anexeureÔnhtec korufèc.

Algorithm pqSearchList(graph g, pqueue pq, vertex v)
Input: To grĹfhma g, h ourĹ proteraiìthtac pq kai mÐa korufă ekkinăsewc v
Output: Genikeumènh anazăthsh

1. pq.enqueue(v); // ènjesh sthn ourĹ proteraiìthtac pq
2. g.pre[v] = order++; // shmeÐwsh tou {qrìnou} exeureunăsewc
3. while (!pq.isEmpty()){
4. w = pq.dequeue(); // epìmenh korufă bĹsei thc politikăc thc ourĹc
5. g.T[w] = v; // topojèthsh sto {antÐstrofo} dèndro anazhtăsewc
6. for (x = g.List[w]; x != null; x = x.getNext())
7. if (g.pre[x.v] == −1){ // eÐnai anexereÔnhth
8. pq.enqueue(x); // ènjesh sthn ourĹ bĹsei thc politikăc thc
9. g.pre[x.v] = order++;
10. }
11. }

Algìrijmoc 3.6: Genikeumènh anazăthsh gia anaparĹstash me lÐsta
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3.4 Kateujunìmena Grafămata

Ta kateujunìmena grafămata, wc sunduastikĹ antikeÐmena, parousiĹzoun megalÔte-
rh poluplokìthta apì ta antÐstoiqa mh kateujunìmena. Gia parĹdeigma, h sune-
ktikìthta sta prÿta proôpojètei diereÔnhsh kai proc tic dÔo kateujÔnseic. Stic
ParagrĹfouc pou akoloujoÔn:

(a) ja exetĹsoume tic diaperĹseic sta kateujunìmena grafămata,

(b) ja asqolhjoÔme me mÐa eidikă kathgorÐa touc, ta kateujunìmena Ĺkukla, kai

(g) ja parousiĹsoume algorÐjmouc gia zhtămata diasundèsewc.

3.4.1 DiaperĹseic Kateujunìmenwn GrafhmĹtwn

Oi diaforèc pou entopÐzontai sthn AsB kai thn AkP kateujunìmenwn grafhmĹtwn,
proèrqontai apì to gegonìc pwc, plèon, ta antÐstoiqĹ touc dèndra AsB kai AkP eÐnai
kateujunìmena.

Anazăthsh se BĹjoc. Dojèntoc enìc dèndrou AsB TG, oi akmèc enìc grafămatoc
G = (V, E) dÔnantai na kathgoriopoihjoÔn se (sumbouleuteÐte to Sqăma 3.13):

akmèc dèndrou (tree edges), eĹn apoteloÔn tmăma tou TG,

emprosto-akmèc (forward-edges), eĹn sundèoun korufèc pou epideiknÔoun sqèsh
progìnou-apogìnou wc proc to TG,

opisjoakmèc (back-edges), eĹn sundèoun korufèc pou epideiknÔoun sqèsh apogìnou-
progìnou wc proc to TG, kai

akmèc diastaurÿsewc (cross-edges), eĹn sundèoun korufèc pou den parousiĹzoun
sqèseic apogìnou-progìnou, en sqèsei me to TG.

Sqăma 3.13: AsB kai dèndro AsB se kateujunìmeno grĹfhma.
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Parathrăste pwc oi akmèc diastaurÿsewc, ex orismoÔ thc AsB, pĹntote kateu-
jÔnontai apì dexiĹ proc ta aristerĹ. ProkÔptei polÔ eÔkola, pwc, mÐa akmă (v, w),
proc ădh exereunhmènh korufă w, eÐnai opisjoakmă, eĹn o arijmìc metadiatĹxewc
post[w] thc teleutaÐac eÐnai megalÔteroc apì ton antÐstoiqo post[v] thc v. Se a-
ntÐjeth perÐptwsh, prìkeitai gia akmă diastaurÿsewc, eĹn o arijmìc prodiatĹxewc
pre[w] eÐnai mikrìteroc tou pre[v] ă gia emprosto-akmă, eĹn pre[w] > pre[v].

Oi parapĹnw parathrăseic mporoÔn eÔkola na enswmatwjoÔn sthn diadikasÐa
AsB, ÿste oi akmèc na kathgoriopoioÔntai, mìlic prospelastoÔn. To pÿc afă-
netai, en eÐdei askăsewc, ston endiaferìmeno anagnÿsth. Wc efarmogèc thc AsB
anafèrontai ta exăc:

Prospelasimìthta apì mÐa korufă-phgă v: H ektèlesh mÐac AsB, me korufă
ekkinăsewc thn v, anakalÔptei ìlec tic korufèc, prospelĹsimec mèsw kateujunìme-
nou monopatioÔ, apì thn v. H orjìthta tou isqurismoÔ autoÔ prokÔptei, polÔ eÔkola,
me isqurĹ epagwgă sto mègejoc tou grafămatoc, eĹn parathrăsoume ìti, afoÔ epi-
legeÐ h prÿth akmă e ∈ E apì thn diadikasÐa AsB, to sÔnolo twn prospelĹsimwn,
apì thn v, korufÿn diamoirĹzetai se autèc pou anăkoun se kÔklouc kai se ìsec
keÐtontai epÐ aplÿn monopatiÿn.

Entopismìc kÔklou: GÐnetai ef" ìson entopisteÐ mÐa opisjoakmă. Gia to alhjèc
autoÔ, parathrăste ìti, prÿton, h AsB entopÐzei ìlec tic prospelĹsimec akmèc, kai,
deÔteron, h prÿth korufă tou kÔklou pou entopÐzei h AsB èqei ton mikrìtero arijmì
prodiatĹxewc kai, Ĺra, h proskeÐmenh se aută akmă, pou kleÐnei ton kÔklo, eÐnai
opisjoakmă.

Idiìthtec diasundèsewc: En antijèsei me ta mh kateujunìmena, ìpou kĹje dèn-
dro AsB antistoiqeÐ kai se sunektikă sunistÿsa, sta kateujunìmena grafămata, h
Ôparxh akmÿn diastaurÿsewc kajistĹ dunată thn metakÐnhsh metaxÔ twn dèndrwn
AsB. Wc ek toÔtou, ta zhtămata autăc thc kathgorÐac parousiĹzoun megalÔterh
poluplokìthta kai, Ĺra, prosektikìterh epexergasÐa. Autìc eÐnai o lìgoc pou touc
afierÿnetai qwristă parĹgrafoc sthn sunèqeia tou KefalaÐou.

Anazăthsh katĹ PlĹtoc. BĹsei tou antÐstoiqou dèndrou AkP, oi akmèc diakrÐno-
ntai se (Sqăma 3.14):

akmèc dèndrou (tree edges), eĹn apoteloÔn tmăma tou TG, kai, epomènwc, antistoi-
qoÔn se epituqă upologismì,

akmèc diastaurÿsewc (cross-edges), eĹn sundèoun korufèc pou den parousiĹzoun
sqèseic apogìnou-progìnou wc proc to TG, kai
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Sqăma 3.14: AkP kai dèndro AkP se kateujunìmeno grĹfhma.

opisjoakmèc (back-edges), eĹn sundèoun korufèc pou epideiknÔoun sqèsh apogìnou-
progìnou wc proc to TG.

Parathrăste thn apousÐa emprostoakmÿn (giatÐ?) H kateujunìmenh AkP èqei ligìte-
rec efarmogèc apì ì,ti h AsB:

Prospelasimìthta-Suntomìtera Kateujunìmena MonopĹtia apì mÐa korufă-
phgă v: H ektèlesh mÐac AkP, me korufă ekkinăsewc thn v, anakalÔptei ìlec tic
korufèc, prospelĹsimec mèsw kateujunìmenou monopatioÔ, apì thn v, katĹ aÔxousa
suntomìterh apìstash. H apìdeixh tou isqurismoÔ autoÔ akoloujeÐ thn antÐstoiqh
twn mh kateujunìmenwn grafhmĹtwn.

Entopismìc kÔklou: EpitugqĹnetai me ton entopismì thc prÿthc opisjoakmăc.

DiĹtaxh korufÿn KAG: Sthn ParĹgrafo pou akoloujeÐ ja perigrafeÐ èna
eÐdoc AkP pou taxinomeÐ, katĹ topologikă diĹtaxh, tic korufèc enìc KAG.

3.4.2 Kateujunìmena Ăkukla Grafămata

Ta kateujunìmena Ĺkukla grafămata ­KAG (directed acyclic graphs —DAG) apo-
teloÔn mÐa idiaÐterh qrăsimh upokathgorÐa kateujunìmenwn grafhmĹtwn, ta opoÐa
mporoÔn na jewrhjoÔn kai wc èna eÐdoc sumpagÿn kateujunìmenwn dèndrwn. Klas-
sikì parĹdeigma emfanÐsewc twn KAG apoteleÐ o programmatismìc ergasiÿn enìc
sÔnjetou èrgou, ta opoÐa qarakthrÐzontai apì qronikoÔc periorismoÔc wc proc thn
ekkÐnhsh kai thn perĹtwsă touc: kĹje ergasÐa antistoiqeÐtai me mÐa korufă, enÿ o
periorismìc {h epituqăc oloklărwsh thc ergasÐac x epitrèpei thn ekkÐnhsh thc ergasÐac
y}, dhlÿnetai me ton sqediasmì mÐac kateujunìmenhc akmăc, apì thn korufă x sthn
korufă y.

Wc Ĺllo parĹdeigma, ja mporoÔse na anaferjeÐ h apotÔpwsh twn periorismÿn
pou jètoun ta proapaitoÔmena enìc progrĹmmatoc spoudÿn. To Sqăma 3.15 apoteleÐ
èna stigmiìtupo tètoiou problămatoc, ìpou mÐa akmă apì èna mĹjhma x se Ĺllo
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Sqăma 3.15: Stigmiìtupo KAG. Me skoÔro qrÿma emfaÐnontai oi dÔo phgèc tou.

mĹjhma y ermhneÔetai wc {h epituqăc exètash sto x epitrèpei thn dălwsh tou y}.
EĹn, mĹlista, fantastoÔme pwc oi kìmboi ‘Algìrijmoi’ kai ‘D. Dedomènwn’ spĹne
sta trÐa, tìte to prokÔpton grĹfhma sunistĹ èna dĹsoc apì kateujunìmena dèndra
me epanalambanìmenouc kìmbouc. Autì dikaiologeÐ kai ton anwtèrw qarakthrismì
touc wc sumpagèc morfèc kateujunìmenwn dèndrwn.

Topologikă DiĹtaxh

Sunafă wc ta KAG apoteleÐ h ènnoia thc topologikăc diatĹxewc (topological sort)
twn korufÿn tou: aiteÐtai h diĹtaxh twn korufÿn, katĹ tètoio trìpo, ÿste kĹje
korufă v na prohgeÐtai ìlwn twn korufÿn w me (v, w) ∈ E. Epanerqìmenoi sthn
perÐptwsh twn upoèrgwn, h dromolìghsă touc bĹsei thc topologikăc diatĹxewc exa-
sfalÐzei thn orjă ektèlesh tou èrgou, kajÿc o arijmìc pou lambĹnei ekĹsth ergasÐa
eÐnai megalÔteroc apì touc antÐstoiqouc ìlwn twn ergasiÿn, apì thn oloklărwsh
twn opoÐwn exartĹtai. AxÐzei na anaferjeÐ ìti eÐnai dunatìn na ufÐstantai peris-
sìterec thc mÐac topologikèc diatĹxeic gia èna KAG.

Sthn sunèqeia, parousiĹzontai dÔo diaforetikoÐ trìpoi eurèsewc mÐac topologi-
kăc diatĹxewc. H mÐa basÐzetai sthn parousÐa twn phgÿn kai twn katabojrÿn, kai
h deÔterh, sthn plhroforÐa pou parèqei h seirĹ metadiatĹxewc katĹ thn ektèlesh
AsB.

Diadoqikèc Afairèseic Korufÿn. H en lìgw mèjodoc prokÔptei apì thn para-
tărhsh ìti upĹrqei topologikă diĹtaxh eĹn kai mìnon an den upĹrqoun kÔkloi sto
grĹfhma. To eujèc thc prìtashc autăc eÐnai sunèpeia tou orismoÔ. To anĹpodo,
basÐzetai sthn Ôparxh phgÿn kai katabojrÿn sto KAG, ex aitÐac thc apousÐac kÔ-
klwn: eĹn den upărqan, tìte, ja ătan dunată h èxodoc apì kĹje korufă, kai, Ĺra,
xekinÿntac apì opoiadăpote korufă ja katalăgame xanĹ se autăn (Ĺtopo). KatĹ
sunèpeia, eĹn to grĹfhma eÐnai Ĺkuklo, upĹrqei mÐa phgă, thc afaÐresh thc opoÐac
dhmiourgeÐ epÐshc Ĺkuklo upogrĹfhma.

H teleutaÐa paratărhsh sunistĹ thn akìloujh diadikasÐa: ArqikĹ, epilègoume
mÐa opoiadăpote phgă s, afairoÔme tic (exerqìmenec apì autăn) akmèc thc, anafè-
roume thn s wc epìmenh, sthn diĹtaxh, korufă kai efarmìzoume anadromikĹ thn
diadikasÐa sto prokÔpton grĹfhma, èwc ìtou exantlhjoÔn oi korufèc. EĹn kĹpoiec
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Sqăma 3.16: Stigmiìtupo topologikăc diatĹxewc korufÿn KAG me diadoqikèc dia-
grafèc korufÿn. Me qrwmatismèno kìmbo, shmeiÿnontai oi ekĹstote phgèc tou KAG.

Sqăma 3.17: Entopismìc kÔklou mèsw afairèsewc korufÿn.
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Algorithm topolSortList(graph g, int[ ] sort)
Input: To KAG g kai o pÐnakac diatĹxewc sort
Output: H topologikă diĹtaxh sort

1. int[ ] aux; // bohjhtikìc pÐnakac me touc bajmoÔc eisìdou twn korufÿn
2. for (v = 0; v < g.V; v++) { // arqikopoÐhsh twn pinĹkwn
3. aux[v] = 0; // o aux qrhsimopoieÐtai gia ton entopismì phgÿn
4. sort[v] = −1;
5. }
6. for (v = 0; v < g.V; v++)
7. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())
8. aux[x.v]++; // brèjhke mÐa akìmh prospÐptousa akmă proc thn x.v
9. fifo pq = new fifo(); // ourĹ me tic phgèc
10. for (v = 0; v < g.V; v++)
11. if (aux[v] == 0)
12. pq.enqueue(v); // h v eÐnai phgă
13. for (i = 0; !pq.isEmpty(); i++){
14. sort[i] = (v = pq.dequeue()); // h v apoteleÐ thn i-stă korufă
15. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())
16. if (−−aux[x.v] == 0) // afaÐresh thc (v, w) apì tic prospÐptousec
17. pq.enqueue(x.v); // kai tuqìn prosjăkh thc w sto sÔnolo twn phgÿn
18. }

Algìrijmoc 3.7: Topologikă diĹtaxh me diadoqikèc afairèseic phgÿn

korufèc den exereunhjoÔn apì thn diadikasÐa, tìte to grĹfhma, ìpwc marturĹ kai h
parapĹnw prìtash, den eÐnai KAG, allĹ upĹrqei èna upogrĹfhma epÐ allhloexartÿ-
menwn korufÿn.

O Alg. 3.7 apoteleÐ mÐa Ĺmesh ulopoÐhsh twn anwtèrw gia anaparĹstash me
lÐstec geitnÐashc. Parathrăste pwc me thn qrăsh tou bohjhtikoÔ pÐnaka aux, gia
thn dunamikă katagrafă tou bajmoÔ eisìdou twn korufÿn, se sunduasmì me thn
domă ourĹc FiFo, eÐnai dunată h diĹtaxh twn korufÿn. Opoiadăpote Ĺllh ourĹ sta-
jeroÔ qrìnou enjèsewc kai aposbèsewc, ìpwc, lìgou qĹrin, stoÐba, ja exuphretoÔse
to Ðdio. Stigmiìtupo trexÐmatoc tou algorÐjmou eikonÐzetai sto Sqăma 3.16: ArqikĹ,
upĹrqoun dÔo phgèc, oi 0 kai 5. Apì autèc, epilègetai gia afaÐresh h 0, gegonìc pou
prokaleÐ ton mhdenismì tou bajmoÔ eisìdou twn 1 kai 2. Katìpin, exĹgetai apì thn
ourĹ h 5 k.o.k. Sto Sqăma 3.17 apeikonÐzetai h sumperiforĹ tou algorÐjmou, eĹn sto
prohgoÔmeno parĹdeigma antistrafeÐ h forĹ thc akmăc (3,4), ÿste na dhmiourgeÐ o
kÔkloc (2, 3, 4).

Qrăsh AsB. H deÔterh kathgorÐa algorÐjmwn basÐzetai sto gegonìc ìti h seirĹ
me thn opoÐa egkataleÐpei oristikĹ tic korufèc mÐa AsB (h metadiĹtaxh katĹ AsB,
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Sqăma 3.18: Topologikă diĹtaxh (a) me qrăsh stoÐbac, (b) mèsw GR. ParapleÔrwc
twn korufÿn, eikonÐzontai oi arijmoÐ metadiatĹxewc.

dhladă, twn korufÿn) apoteleÐ, sthn pragmatikìthta, thn antÐstrofh topologikă
diĹtaxh: eĹn v � w, wc proc thn metadiĹtaxh, tìte den eÐnai dunatìn na upĹrxei
akmă (v, w), lìgw thc apousÐac kÔklwn sto grĹfhma. Opìte, mporeÐ kaneÐc eÐte
na apojhkeÔei tic korufèc se mÐa stoÐba, ìtan peratÿnetai oristikĹ h epexergasÐa
touc, kai metĹ ton termatismì thc AsB, na tic anafèrei me diadoqikĹ pop, (Sqăma
3.18(a)) eÐte na efarmìsei AsB gia thn eÔresh thc metadiĹtaxewc twn korufÿn sto
anĹstrofo grĹfhma GR (Sqăma 3.18(b)) eÐte na efarmìsei AsB kai, katĹ seirĹ meta-
diatĹxewc, na apodÐdontai stic antÐstoiqec korufèc, katĹ fjÐnousa timă, oi arijmoÐ
V − 1 wc 0 (Alg. 3.8).

3.4.3 Exagwgă Idiotătwn DiasÔndeshc

Metabatikă Kleistìthta

H eÔresh thc metabatikăc kleistìthtac enìc grafămatoc apoteleÐ èna apì ta prÿta
problămata sta grafămata pou epilÔjhkan, kajÿc, ètsi, apokalÔptontai ìlec oi
dunatèc diasundèseic, Ĺmesec ă èmmesec mèsw monopatiÿn, metaxÔ twn korufÿn enìc
grafămatoc. H aploÔsterh lÔsh sunÐstatai apì thn ektèlesh V AsB, mÐa gia kĹje
korufă v, ÿste na anakalufjoÔn oi prospelĹsimec apì autăn korufèc. To kì-
stoc eÐnai O(V (V + E)), sthn qeirìterh perÐptwsh, kai h diadikasÐa perigrĹfetai
apì ton Alg. 3.9 gia anaparĹstash me lÐsta geitniĹsewc. O algìrijmoc dÔnatai
na tropopoihjeÐ, me thn boăjeia dunamikoÔ programmatismoÔ, sthn perÐptwsh twn
KAG, ÿste na exoikonomhjeÐ qrìnoc. O endiaferìmenoc anagnÿsthc parapèmpetai
sthn sqetikă Ăskhsh, sto tèloc tou KefalaÐou.
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Algorithm revTopolSort(graph g, int[ ] post, boolean[ ] found)
Input: GrĹfhma g, pÐnakec metadiatĹxewc post kai episkèyewc found
Output: H antÐstrofh topologikă diĹtaxh post

1. g.order = V−1; // bohjhtikă metablhtă
2. for (v = 0; v < g.V; v++){ // arqikopoÐhsh
3. post[v] = −1;
4. found[v] = false;
5. }
6. for (v = 0; v < g.V; v++)
7. if (!found(v))
8. dfsListPost(g,v,post,found);

9. static void dfsListPost(graph g, vertex v, int[ ] post, boolean[ ] found){
10. found[v] = true; // shmeÐwsh thc episkèyewc
11. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())
12. if (!found[x.v]) // epÐskeyh paidioÔ
13. dfsListPost(g,x.v,post,found);
14. post[g.order−−] = v; // arijmìc metadiatĹxewc
15. }

Algìrijmoc 3.8: Topologikă diĹtaxh me AsB kai anaparĹstash lÐstac

Algorithm transClosure(graph g, graph t)
Input: GrĹfhma eisìdou g kai grĹfhma t me pÐnaka TrClosure gia thn kleistìthta
Output: To grĹfhma thc kleistìthtac t me ton TrClosure sumplhrwmèno

1. for (v = 0; v < g.V; v++) // o TrClosure arqikĹ eÐnai mhdenikìc
2. dfsListTC(g,t,v,v);

3. static void dfsListTC(graph g, graph t, vertex w, vertex v){
4. t.List[w].insertLast(v);
5. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())
6. if (t.TrClosure[w][x.v] == 0){
7. t.TrClosure[w][x.v] = 1;
8. dfsListTC(g,t,w,x.v);
9. }
10. }

Algìrijmoc 3.9: Metabatikă kleistìthta me AsB se anaparĹstash lÐstac
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Sqăma 3.19: Metabatikă kleistìthta mèsw pollaplasiasmoÔ pinĹkwn.

H anwtèrw lÔsh eÐnai polÔ kală gia araiĹ grafămata, kajÿc h poluplokìthtĹ
thc eÐnai anĹlogh tou V 2. Sta puknĹ, ìmwc, auxĹnei se O(V 3). Gia thn teleutaÐa
kathgorÐa grafhmĹtwn efarmìzetai, katĹ kÔrio lìgo, enallaktikă mejodologÐa, h
opoÐa, basizìmenh sthn omoiìthta pou parousiĹzei me ton pollaplasiasmì logikÿn
pinĹkwn, epitugqĹnei ­sthn prĹxh­ kalÔterouc qrìnouc. àstw, loipìn, kateu-
junìmeno grĹfhma G = (V, E) me pÐnaka geitniĹsewc A. JewroÔme, sthn sunèqeia,
ton pÐnaka A ⊗ A ≡ A2, ìpou to ⊗ dhloÐ ton (logikì) pollaplasiasmì pinĹkwn
Boole. Me Ĺlla lìgia, antÐ thc prĹxewc tou {kanonikoÔ} pollaplasiasmoÔ, ekteleÐ-
tai to logikì ‘kai’ (∧ ă ·), kai sthn jèsh thc prosjèsewc, efarmìzetai h prĹxh tou
‘ă’ (∨ ă +). Parathrăste ìti o A2 diajètei 1 sthn jèsh A2[i][j], eĹn upĹrqei toulĹqi-
ston mÐa korufă k 	= i, j, tètoia ÿste A[i][k] ∧ A[k][j] = 1. Tout" èstin, eĹn upĹrqei
kateujunìmeno monopĹti (i, k, j), măkouc 2, pou sundèei thn i me thn j, ìpou h k eÐnai
endiĹmesh korufă. SuneqÐzontac, katĹ thn Ðdia logikă, o pÐnakac A2⊗A ≡ A3, fèrei
1 stic jèseic A3[i][j], eĹn upĹrqei kateujunìmeno monopĹti apì thn i sthn j, măkouc
3, kai genikĹ, o pÐnakac Am, fèrei 1 stic jèseic Am[i][j], eĹn upĹrqei kateujunìmeno
monopĹti, măkouc m, apì thn i sthn j.

Wc Ĺmesh epèktash twn anwtèrw, jewrăste ìti jètoume 1 se ìlec tic jèseic thc
kÔriac diagwnÐou tou pÐnaka A. Autì isodunameÐ me thn prosjăkh brìqwn se ìlec
tic korufèc tou antÐstoiqou grafămatoc G. Katìpin, den eÐnai kajìlou dÔskolo na
dei kaneÐc ìti o pÐnakac A2 èqei 1 se mÐa jèsh A2[i][j], eĹn upĹrqei kateujunìmeno
monopĹti, apì thn i sthn j, măkouc to polÔ 2, o A3 èqei jemènh sthn timă 1 to
A3[i][j], eĹn h i sundèetai me thn j, me kateujunìmeno monopĹti măkouc to polÔ 3
k.o.k. Amèswc, prokÔptei to erÿthma eĹn upĹrqei kĹpoio tèloc sthn diadikasÐa. H
apĹnthsh eÐnai katafatikă, kajÿc den qreiĹzetai na upologisteÐ megalÔterh tou V
dÔnamh tou (tropopoihmènou) pÐnaka A; ef" ìson o Ai anakalÔptei monopĹtia măkouc
mikrìterou ă Ðsou tou i, kai Ĺra, to polÔ i + 1 diakritÿn korufÿn, aplì epiqeÐrhma
tÔpou arqăc peristerÿna (pigeonhole principle) apodeiknÔei ìti ta monopĹtia mă-
kouc megalÔterou tou V den eÐnai aplĹ, allĹ perilambĹnoun, anagkastikĹ, kai kÔ-
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klouc. Me sunèpeia, o AV na antistoiqeÐ kai sthn metabatikă kleistìthta. To Sqăma
3.19 epexhgeÐ thn ìlh diadikasÐa gia grĹfhma tessĹrwn korufÿn. Qrwmatismènec
parousiĹzontai oi allagèc timÿn kai oi nèec akmèc.

H poluplokìthta thc perigrafeÐsac diadikasÐac eÐnai O(V 4), ef" ìson peri-
lambĹnei V pollaplasiasmoÔc pinĹkwn, enÿ ènac pollaplasiasmìc, metaxÔ pinĹ-
kwn V ×V , kostÐzei O(V 3) prĹxeic. H poluplokìthta aută dÔnatai na beltiwjeÐ se
O(V 3 log V ), eĹn kaneÐc upologÐsei thn exăc akoloujÐa pinĹkwn, măkouc O(log V ):

A2, A4 = A2 ⊗ A2, A8 = A4 ⊗ A4, . . . , Ak = A2j−1 ⊗ A2j−1
,

ìpou k = 2j h mikrìterh dÔnamh tou dÔo, Ðsh ă megalÔterh tou V . àtsi, exoikonomeÐ-
tai èna posostì O(V/ log V ) se prĹxeic.

UpĹrqei kalÔterh lÔsh apì tic proanaferìmenec? H apĹnthsh eÐnai katafatikă:
mĹlista, efarmìzei thn teqnikă tou dunamikoÔ programmatismoÔ (§ 2.2), apoteleÐ
ton algìrijmo epilogăc gia puknĹ grafămata kai eÐnai gnwstìc wc algìrijmoc tou
Warshall, apì to ìnoma tou epistămona pou ton anakĹluye. SÔmfwna me autìn, afoÔ
dojeÐ mÐa tuqaÐa diĹtaxh v1, v2, . . . , vV stic korufèc, kataskeuĹzetai mÐa akoloujÐa
grafhmĹtwn G1, G2, . . . , GV , tètoiwn ÿste to Gi, 1 ≤ i ≤ V na perièqei, prÿton,
ìlec tic akmèc tou Gi−1 kai, deÔteron, kĹje akmă thc morfăc (vk, vj), ef" ìson oi
akmèc (vk, vi) kai (vi, vj) anăkoun amfìterec sto Gi−1. To teleutaÐo, sthn seirĹ,
grĹfhma GV apoteleÐ thn metabatikă kleistìthta G∗ tou G, afoÔ, ek kataskeuăc,
ja perièqei kateujunìmenec akmèc metaxÔ ìlwn twn (diatetagmènwn) zeugÿn korufÿn
pou diasundèontai me kĹpoio kateujunìmeno monopĹti.

O Alg. 3.10 sunistĹ Ĺmesh ulopoÐhsh, poluplokìthtac O(V 3), thc parapĹnw

Algorithm warshallTC(graph g)
Input: GrĹfhma g me pÐnaka kleistìthtac TrClosure
Output: Sumplhrwmènoc TrClosure

1. for (v = 0; v < g.V; v++) // arqikopoÐhsh tou pÐnaka kleistìthtac
2. for (w = 0; w < g.V; w++)
3. g.TrClosure[v][w] = g.A[v][w];
4. for (v = 0; v < g.V; v++)
5. g.TrClosure[v][v] = 1;
6. for (i = 0; i < g.V; i++) // upologismìc tou i-stoÔ grafămatoc
7. for (v = 0; v < g.V; v++) // upologismìc metabĹsewc mèsw
8. if (g.TrClosure[v][i] == 1) // thc korufăc i
9. for (w = 0; w < g.V; w++)
10. if (g.TrClosure[i][w] == 1) g.TrClosure[v][w] = 1;

Algìrijmoc 3.10: Metabatikă kleistìthta katĹ Warshall
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Sqăma 3.20: Stigmiìtupo metabatikăc kleistìthtac katĹ Warshall.

perigrafăc, anaparistÿntac ta grafămata Gi me ton pÐnaka TrClosure; metĹ thn ar-
qikopoÐhsh tou pÐnaka (grammèc 1`5), sarÿnontai, katĹ aÔxonta arijmì, oi korufèc
kai elègqetai măpwc upĹrqei monopĹti, mèsw thc trèqousac korufăc i. Parathră-
ste thn grammă 8, sthn opoÐa exetĹzetai h Ôparxh tou deÔterou monopatioÔ apì thn
i sthn w mìno eĹn upĹrqei monopĹti apì thn v sthn i, exoikonomÿntac, ètsi, mÐa
anÿfelh prĹxh.

Lămma 3.5 O algìrijmoc tou Warshall upologÐzei thn metabatikă kleistìthta kĹje
grafămatoc G = (V, E), entìc qrìnou O(V 3).

Apìdeixh. H orjìthta tou algorÐjmou prokÔptei, polÔ eÔkola, me epagwgă ston
arijmì i thc korufăc pou qrhsimopoieÐtai gia ton sqhmatismì tou Gi: Prin to i-
stì băma, h jèsh TrClosure[k][j] tou pÐnaka eÐnai jemènh sthn timă 1, an upĹrqei
monopĹti metaxÔ twn korufÿn vk, vj , apoteloÔmeno apokleistikĹ apì korufèc tou
sunìlou {v1, v2, . . . , vi−1}, enÿ, katĹ to i-stì băma, mÐa jèsh tou TrClosure[l][m]
apoktĹ thn timă 1 mìnon eĹn (vl, vi), (vi, vm) ∈ E kai, katĹ sunèpeia, upĹrqei
monopĹti metaxÔ twn vl, vm, apoteloÔmeno apokleistikĹ apì korufèc tou sunìlou
{v1, v2, . . . , vi−1, vi}. Opìte, metĹ to V -stì băma, o en lìgw pÐnakac apoteleÐ kai thn
metabatikă kleistìthta tou G, kajÿc perilambĹnei ìla ta kateujunìmena monopĹtia
pou sqhmatÐzoun oi korufèc {v1, v2, . . . , vV −1, vV } = V .

H qronikă poluplokìthta prokÔptei me episkìphsh tou Alg. 3.10. �

To Sqăma 3.20 eikonÐzei èna stigmiìtupo upologismoÔ metabatikăc kleistìth-
tac. ArqikĹ, sto prÿto băma, anakalÔptetai to monadikì monopĹti, măkouc dÔo, me
endiĹmesh korufă thn 0. Katìpin, upologÐzontai ta monopĹtia pou èqoun, wc endiĹme-
sec, eÐte thn 0 eÐte thn 1 eÐte tic 0 kai 1; upĹrqei mìno èna kainoÔrgio, to (0, 1, 2). àpei-
ta, prosjètontac thn korufă 2, anakalÔptontai ta monopĹtia (0, 1, 2, 3) kai (1, 2, 3),
măkouc trÐa kai dÔo, antÐstoiqa. Tèloc, metĹ kai thn jeÿrhsh thc 3, kataskeuĹzontai
ta monopĹtia (2, 3, 0), (2, 3, 0, 1) kai (1, 2, 3, 0).
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KleÐnontac, axÐzei na anaferjeÐ ìti h sqèsh metaxÔ twn problhmĹtwn tou pol-
laplasiasmoÔ dÔo logikÿn pinĹkwn A, B, diastĹsewn n × n, kai tou upologismoÔ
thc metabatikăc kleistìthtac enìc grafămatoc G, me pÐnaka geitniĹsewc C, eÐnai
polÔ stenă, kajÿc to prÿto prìblhma dÔnatai na anaqjeÐ sto deÔtero, mèsw enìc
èxupnou metasqhmatismoÔ: Dojèntwn twn A, B kataskeuĹzoume to grĹfhma G me
pÐnaka geitniĹsewc:

C =

⎡⎢⎣I A 0
0 I B
0 0 I

⎤⎥⎦ ,

ìpou 0 eÐnai o mhdenikìc pÐnakac n × n kai I o monadiaÐoc pÐnakac n × n. EĹn
prospajăsei kaneÐc na upologÐsei thn metabatikă kleistìthta G∗, parathreÐ ìti:

C∗ ≡

⎡⎢⎣I A 0
0 I B
0 0 I

⎤⎥⎦
∗

=

⎡⎢⎣I A 0
0 I B
0 0 I

⎤⎥⎦
2

=

⎡⎢⎣I A A · B
0 I B
0 0 I

⎤⎥⎦ . (3.1)

Me Ĺlla lìgia, o pÐnakac geitniĹsewc tou G∗ emperièqei ton zhtoÔmeno pÐnaka
A · B. Epomènwc, eĹn anakalufjeÐ grăgoroc algìrijmoc gia ton upologismì thc
metabatikăc kleistìthtac, tìte èqei brejeÐ trìpoc pollaplasiasmoÔ dÔo logikÿn
pinĹkwn, entìc thc Ðdiac poluplokìthtac. To KefĹlaio 11 parèqei endeleqă melèth
tou zhtămatoc twn anagwgÿn, enÿ sto KefĹlaio 8 parousiĹzontai algìrijmoi pol-
laplasiasmoÔ pinĹkwn.

IsqurĹ Sunektikèc Sunistÿsec

H paroÔsa ParĹgrafoc apoteleÐ isqură marturÐa gia thn dÔnamh mÐac tìso aplăc
mejìdou, ìpwc h AsB, kajÿc uposthrÐzei treic grammikoÔc algorÐjmouc eurèsewc
twn isqurĹ sunektikÿn sunistwsÿn se èna kateujunìmeno grĹfhma G = (V, E).

LÔsh Kosaraju. O prÿtoc algìrijmoc anakalÔfjhke apì ton Kosaraju kai apaiteÐ
dÔo AsB kai ton upologismì tou anĹstrofou grafămatoc GR. Pio sugkekrimèna,
arqikĹ, ekteleÐtai mia AsB sto GR. H metadiĹtaxh (postorder) pou prokÔptei qrhsi-
mopoieÐtai, en suneqeÐa, gia thn dienèrgeia mÐac deÔterhc AsB, autăn thn forĹ sto G:
kĹje forĹ, dhladă, pou {kollĹ} h diadikasÐa AsB, ekkineÐtai apì thn anexètasth
korufă me ton megalÔtero arijmì metadiatĹxewc. MetĹ to pèrac thc diadikasÐac, wc
gnwstìn, dhmiourgeÐtai èna dĹsoc AsB F . Ta dèndra AsB tou F antistoiqoÔn stic
isqurĹ sunektikèc sunistÿsec tou G.

H ìlh diadikasÐa perigrĹfetai apì ton Algìrijmo 3.11. Basikă proôpìjesă tou
apoteleÐ h Ôparxh thc mejìdou reverse, h opoÐa dhmiourgeÐ to anĹstrofo grĹfh-
ma. Oi grammèc 2`6 apoteloÔn thn prÿth ektèlesh AsB (mèjodoc dfsPostOrder)
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Algorithm kosarajuSC(graph g)
Input: GrĹfhma g me bohjhtikoÔc pÐnakec post, sc
Output: O pÐnakac sc ja èqei gia kĹje korufă thn isqurĹ sunistÿsa thc

1. graph gr = g.reverse(); // h mèjodoc epistrèfei to antÐstrofo grĹfhma gR

2. for (v = 0; v < gr.V; v++)
3. gr.sc[v] = −1; // arqikopoÐhsh
4. for (v = 0; v < gr.V; v++)
5. if (gr.sc[v] == −1)
6. dfsPostOrder(gr,v); // upologismìc metadiatĹxewc antistrìfou
7. for (v = 0; v < g.V; v++)
8. g.sc[v] = −1;
9. for (v = gr.V−1; v >=0; v−−) // dièleush bĹsei metadiatĹxewc
10. if (g.sc[gr.post[v]] == −1){ // h v anexereÔnhth
11. dfsPostOrder(g,gr.post[v]);
12. g.strcompnum++; // ènarxh nèac isqurĹc sunistÿsac
13. }

14. static void dfsPostOrder(graph g, vertex v){
15. g.sc[v] = g.strcompnum; // apìdosh tou arijmoÔ isqurĹc sunistÿsac
16. for (x = g.List[v]; x != null; x = x.getNext())
17. if (g.sc[x.v] == −1)
18. dfsPostOrder(g,x.v);
19. g.post[g.porder++] = v; // o g.post apojhkeÔei {meta-diatetagmènec}
20. } // tic korufèc

Algìrijmoc 3.11: IsqurĹ sunektikèc sunistÿsec bĹsei Kosaraju

sto anĹstrofo grĹfhma. Wc apotèlesma, parĹgetai o pÐnakac post, o opoÐoc apo-
jhkeÔei tic korufèc katĹ aÔxonta arijmì metadiatĹxewc. AxÐzei na tonisjeÐ, pwc se
autăn thn prÿth AsB, h grammă 15 den paÐzei kanènan rìlo. Katìpin, stic grammèc
7`13, ekteleÐtai h deÔterh AsB sto kanonikì, plèon, grĹfhma. Parathrăste ìti
oi ekkinăseic thc AsB gÐnontai katĹ fjÐnousa metadiĹtaxh (grammèc 10`11). KĹje
epanekkÐnhsh shmaÐnei kai nèa isqurĹ sunistÿsa (grammă 12), enÿ, katĹ thn diĹrkeia
mÐac AsB, ìso anakalÔptontai nèec anexereÔnhtec korufèc, tic apodÐdetai o trèqwn
arijmìc isqurĹc sunistÿsac (grammă 15). Se autăn thn deÔterh AsB, h grammă 19
den ephreĹzei touc upologismoÔc.

Ta Sqămata 3.21(a)-(e) eikonÐzoun èna stigmiìtupo {trexÐmatoc} tou algorÐjmou.
To grĹfhma tou Sq. 3.21(b), apoteleÐ to anĹstrofo tou grafămatoc. MetĹ thn ek-
tèlesh thc AsB (Sq. 3.21(g)), prokÔptei h metadiĹtaxh 1,2,0,5,4,3,6 twn korufÿn.
BĹsei autăc, ekteleÐtai h deÔterh AsB (Sq. 3.21(d)): H ekkÐnhsh gÐnetai apì thn
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Sqăma 3.21: Entopismìc isqurĹ sunektikÿn sunistwsÿn bĹsei Kosaraju.

korufă 6, kajÿc èqei ton megalÔtero arijmì metadiatĹxewc (6). Kajÿc, apì thn 6
den eÐnai dunată peraitèrw diereÔnhsh tou grafămatoc, h AsB epanekkineÐtai apì
thn 3, me ton arijmì metadiatĹxewc 5. àtsi, anakalÔptetai h 4 kai h diadikasÐa
{xanakollĹ}. Opìte, xekinoÔme apì thn amèswc diajèsimh anexètasth korufă 5, me
arijmì 3. Kai pĹli, parousiĹzetai anĹgkh epanekkinăsewc, kai epilègetai h 0, kajÿc
o arijmìc metadiatĹxewc 2 eÐnai o megalÔteroc apì touc enapomeÐnantec. H teleutaÐa,
aută, AsB anakalÔptei ìlec tic korufèc. Epomènwc, sto Sqăma 3.21(e), eikonÐzontai
oi isqurĹ sunektikèc sunistÿsec, antistoiqoÔsec sta dèndra AsB.

H diaisjhtikă exăghsh tou algorÐjmou èqei wc exăc (Sqăma 3.22): àstw, proc
stigmăn, ìti oi isqurĹ sunektikèc sunistÿsec tou grafămatoc G ătan gnwstèc, ek
twn protèrwn. EĹn kĹje sunistÿsa i antikatastajeÐ apì ènan {uperkìmbo} vi, tìte
prokÔptei èna KAG G′; se antÐjeth perÐptwsh, ja upărqe kĹpoioc kÔkloc, kai, Ĺra,
amfÐdromh epikoinwnÐa metaxÔ isqurĹ sunektikÿn sunistwsÿn (Ĺtopo). Sto G′ eÐ-
nai dunatìc o orismìc antÐstrofhc topologikăc diatĹxewc. Opìte, eĹn oi {isqurèc}

Sqăma 3.22: DiaÐsjhsh algorÐjmou Kosaraju: (a) to KAG G′ kai (b) h anastrofă
tou.
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sunistÿsec exetastoÔn katĹ autăn thn antÐstrofh diĹtaxh, prokÔptei mÐa diapèrash
touc apì tic perissìtero proc tic ligìtero {exartÿmenec} sunistÿsec. Epomènwc, h
diadikasÐa anazhtăsewc den ja {parekklÐnei} se korufèc Ĺllhc sunistÿsac. Lì-
gou qĹrin, sto en lìgw Sqăma, mÐa nìmimh antÐstrofh topologikă diĹtaxh eÐnai h
{6}, {3, 4}, {5}, {0, 1, 2}. EĹn ektelesteÐ mÐa AsB, xekinÿntac apì thn 6, sebìmenoi
thn diĹtaxh ìtan parousiasteÐ anĹgkh gia epanekkÐnhsh, tìte ìlec oi sunistÿsec ja
anaparĹgontai, h mÐa metĹ thn Ĺllh, plărwc.

Tupikìtera, h apìdeixh thc orjìthtac èqei wc exăc:

Jeÿrhma 3.4 O algìrijmoc tou Kosaraju anakalÔptei tic isqurĹ sunektikèc suni-
stÿsec enìc grafămatoc G se grammikì, wc proc thn poluplokìthta tou, qrìno kai
qÿro.

Apìdeixh. H qronikă poluplokìthta prokÔptei Ĺmesa, lìgw thc grammikìthtac twn
prĹxewn thc anastrofăc grafămatoc kai thc AsB. Wc proc to jèma thc orjìthtac,
arkeÐ na deiqjeÐ ìti dÔo korufèc v, w anăkoun sto Ðdio dèndro thc deÔterhc AsB an
kai mìnon an anăkoun sthn Ðdia isqurĹ sunektikă sunistÿsa.

EĹn oi korufèc anăkoun sthn Ðdia sunistÿsa, tìte ja anăkoun sto Ðdio dèndro,
kajÿc, ìtan sunanthjeÐ h prÿth apì tic korufèc, den ja egkataleifjeÐ oristikÿc,
parĹ mìnon ef" ìson èqoun brejeÐ ìlec oi prospelĹsimec, apì autăn, korufèc.

To antÐstrofo apodeiknÔetai wc exăc: àstw ρ h rÐza tou dèndrou AsB twn v, w.
Epeidă upĹrqei kateujunìmeno monopĹti apì thn ρ proc thn korufă, p.q., v, sunepĹge-
tai pwc upĹrqei monopĹti apì thn v proc thn ρ sto antÐstrofo grĹfhma GR. Ex aitÐac
autoÔ tou gegonìtoc, sto GR prèpei na ufÐstatai kai monopĹti apì thn ρ sth v, ka-
jÿc o arijmìc metadiatĹxewc thc ρ (wc rÐza tou dèndrou) eÐnai megalÔteroc apì ton
antÐstoiqo thc v. KatĹ sunèpeia, sto grĹfhma G, upĹrqoun kateujunìmena monopĹ-
tia apì thn ρ sthn v kai apì thn v sthn ρ. Akoloujÿntac thn Ðdia epiqeirhmatologÐa,
apodeiknÔetai pwc upĹrqoun kateujunìmena monopĹtia apì thn ρ sthn w kai apì thn
w sthn ρ. Me Ĺlla lìgia, apodeÐxame ìti v � ρ � w kai, Ĺra, v � w. �

BeltÐwsh Tarjan. To basikì meionèkthma tou prohgoÔmenou algorÐjmou eÐnai o u-
pologismìc tou anĹstrofou grafămatoc kai h ektèlesh dÔo AsB; ousiastikĹ, dhladă,
apaiteÐ treic sarÿseic tou G. O Tarjan anakĹluye ènan algìrijmo pou apaiteÐ mÐa
aplă sĹrwsh tou grafămatoc, ekmetalleuìmenoc to gegonìc pwc h katĹ seirĹ meta-
diatĹxewc epexergasÐa twn korufÿn tou grafămatoc, se sunduasmì me tic tuqìn
opisjoakmèc pou ja sunanthjoÔn, anakalÔptei tic sunistÿsec katĹ antÐstrofh to-
pologikă diĹtaxh.

En polloÐc, o en lìgw algìrijmoc jumÐzei ton antÐstoiqo entopismoÔ twn shmeÐ-
wn arjrÿsewc (Alg. 3.4) kai twn disunektikÿn sunistwsÿn. EĹn, loipìn, katĹ thn
diĹrkeia miac AsB, anakalufjeÐ gia mÐa korufă v, metĹ thn perĹtwsh ìlwn twn
anadromikÿn klăsewn pou aută prokaleÐ, ìti eÐnai h uyhlìterh korufă-apìlhxh
opisjoakmăc apì apìgonì thc, tìte h v apoteleÐ shmeÐo {eisìdou} se mÐa isqurĹ
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Sqăma 3.23: ParĹdeigma eurèsewc isqurĹ sunektikÿn sunistwsÿn katĹ Tarjan.

sunektikă sunistÿsa, apoteloÔmenh apì autăn kai touc emplekìmenouc apogìnouc
thc, lìgw tou kateujunìmenou kÔklou, sunistĹmenou apì akmèc AsB kai opisjoak-
mèc.

H perigrafă tou ja gÐnei bĹsei tou stigmiotÔpou tou Sq. 3.23. AristerĹ twn
kìmbwn, eikonÐzetai o arijmìc prodiatĹxewc kai dexiĹ, oi diadoqikoÐ upologismoÐ thc
timăc low. JumhjeÐte pwc h teleutaÐa isoÔtai me thn mikrìterh apì tic akìloujec
timèc: (a) ton arijmì prodiatĹxewc pre[v] thc v, kai (b) ton mikrìtero arijmì pro-
diatĹxewc pou mporeÐ na anakalufjeÐ apì èna aplì monopĹti π, to opoÐo apoteleÐ-
tai apì akmèc apogìnwn thc v, akoloujoÔmeno to polÔ apì mÐa opisjoakmă. Sto
dexÐ tmăma tou Sqămatoc eikonÐzetai h epikourikă domă thc stoÐbac: KĹje forĹ
pou sunantĹtai mÐa anexètasth korufă v, eisĹgetai sthn stoÐba. ätan peratwjeÐ
h epexergasÐa thc, elègqetai eĹn eÐnai shmeÐo eisìdou. EĹn nai, tìte oi korufèc pou
emperièqontai sthn stoÐba, apì thn arqă thc mèqri kai thn v, apoteloÔn mÐa isqurĹ
sunistÿsa. Sto parĹdeigmĹ mac, bĹsei thc AsB, eisĹgontai diadoqikĹ oi 0, 1, 2, 5,
4 kai 3 sthn stoÐba. AfoÔ oloklhrwjeÐ h epexergasÐa thc 3, den exĹgetai kammÐa
korufă apì thn stoÐba, kajÿc den eÐnai shmeÐo eisìdou (pre[3]=5 	=low[3]=4), lì-
gw thc opisjoakmăc. Katìpin, h diadikasÐa epistrèfei sthn 4, h opoÐa eÐnai arqă
sunistÿsac (pre[4]=low[4]=4) kai exĹgetai me dÔo pop apì thn stoÐba. En suneqeÐa,
epistrèfei sthn 5, apì thn 5 metabaÐnei sthn 6, ìpou pre[6]=low[6]=6, kai Ĺra eÐnai
arqă sunistÿsac, k.o.k.

O Alg. 3.12 apoteleÐ mÐa eujeÐa ulopoÐhsh se yeudokÿdika tou algorÐjmou Tar-
jan. O pÐnakac sc qrhsimopoieÐtai gia thn katagrafă twn sunektikÿn sunistwsÿn,
o pÐnakac pre, gia thn katagrafă twn arijmÿn prodiatĹxewc, o pÐnakac low, gia
ton elĹqisto arijmì prodiatĹxewc prospelĹsimou progìnou, kai h stoÐba stack gia
thn diatărhsh tou trèqontoc monopatioÔ. Thn prÿth forĹ pou ja exetasteÐ mÐa
korufă, ja eisaqjeÐ sthn stoÐba (grammă 4). En suneqeÐa, efarmìzetai o algìrij-
moc anadromikĹ gia tic geitonikèc thc korufèc, exetĹzontac măpwc upĹrqei apìgonoc
pou thn parakĹmptei, mèsw opisjoakmăc (grammèc 5`10). MetĹ to pèrac ìlwn twn
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Algorithm tarjanSC(graph g, vertex w)
Input: GrĹfhma g me bohjhtikoÔc pÐnakec pre, sc, low kai stoÐba stack
Output: O pÐnakac sc ja èqei gia kĹje korufă thn isqurĹ sunistÿsa thc

1. g.pre[w] = g.order++; // arijmìc prodiatĹxewc thc w
2. g.low[w] = g.pre[w]; // o mikrìteroc arijmìc prodiatĹxewc pou prokÔptei
3. min = low[w]; // apì opisjoakmă proc prìgono
4. g.stack.push(w); // topojèthsh sthn bohjhtikă stoÐba
5. for (x = g.List[w]; x != null; x = x.getNext()){
6. if (pre[x.v] == −1) // den èqei anakalufjeÐ
7. tarjanSC(g, x.v);
8. if (g.low[x.v] < min) // brèjhke opisjoakmă apogìnou x thc w
9. min = g.low[x.v]; // proc prìgonì thc
10. }
11. if (min < g.low[w]){ // enhmèrwsh tou elaqÐstou arijmoÔ prodiatĹxewc
12. g.low[w] = min; // apogìnou thc w proc apìgono thc
13. return; // kai epistrofă afoÔ den eÐnai arqă sunistÿsac
14. }
15. do { // eÐnai arqă sunistÿsac h opoÐa anaktĹtai me diadoqikĹ pop
16. g.sc[(v = g.stack.pop()] = g.strcompnum;
17. g.low[v] = g.V; // tèloc thc epexergasÐac thc
18. }
19. while (v != w);
20. g.strcompnum++; // aÔxhsh tou arijmoÔ sunistwsÿn

Algìrijmoc 3.12: IsqurĹ sunektikèc sunistÿsec bĹsei Tarjan

anadromikÿn klăsewn, eĹn, ìntwc, upĹrqei tètoioc apìgonoc, den gÐnetai tÐpote (gram-
mèc 11`14). DiaforetikĹ, anaktĹtai to trèqon monopĹti π mèsw diadoqikÿn pop
(grammèc 15`19) kai, telikĹ, enhmerÿnetai o trèqwn diajèsimoc arijmìc sunistÿsac
(grammă 20).

Jeÿrhma 3.5 O algìrijmoc tou Tarjan anakalÔptei tic isqurĹ sunektikèc sunistÿsec
enìc grafămatoc G se grammikì, wc proc thn poluplokìthtĹ tou, qrìno kai qÿro.

Apìdeixh. Parathrăste ìti prĹxeic thc stoÐbac eÐnai stajeroÔ qrìnou, enÿ kĹje
korufă mÐa forĹ eisĹgetai kai mÐa forĹ exĹgetai apì autăn. Epomènwc, den eÐnai
dÔskolo na apodeiqjeÐ h grammikìthta thc poluplokìthtac tou algorÐjmou, kajÿc
apoteleÐ epèktash thc AsB.

H orjìthtĹ tou sthrÐzetai sto gegonìc ìti oi opisjoakmèc parèqoun enallaktikèc
diadromèc se ìlec tic korufèc z ∈ π tou monopatioÔ dèndrou AsB π, pou orÐzetai
apì ta dÔo Ĺkra touc. àstw, loipìn, v h uyhlìterh korufă tou trèqontoc monopa-
tioÔ dèndrou AsB, ìloi oi apìgonoi w thc opoÐac den diajètoun opisjoakmèc pou
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na thn xepernoÔn, allĹ, to polÔ, kĹpoiec apì autèc, na diasundèontai mazÐ thc. Gia
kĹje tètoion apìgono w thc v ufÐstatai o exăc kateujunìmenoc kÔkloc: apì thn v
sthn w, mèsw akmÿn dèndrou AsB, apì thn w sthn prÿth korufă x, apìgono thc w,
diajètousa opisjoakmă pou xepernĹ thn w (ex orismoÔ, upĹrqei tètoia), apì thn x
sthn prÿth korufă y, apìgono thc x, me opisjoakmă pou xepernĹ thn y k.o.k. mèqri
na epistrèyoume ­anagkastikĹ­ pÐsw sthn v. Kajÿc se kĹje korufă diathreÐ-
tai o arijmìc prodiatĹxewc tou uyhlìterou progìnou thc pou eÐnai prospelĹsimoc
apì kĹpoion apìgonì thc, kai oi korufèc tou trèqontoc monopatioÔ exereunăsewc
diathroÔntai sthn stoÐba, èpetai ìti kĹje isqurĹ sunektikă sunistÿsa eÐnai Ĺmesa
diajèsimh mìlic diapistwjeÐ ìti kĹpoia korufă eÐnai shmeÐo eisìdou thc. �

Algìrijmoc Gabow. O Gabow to 1999 èdeixe pÿc mporeÐ na exaleifjeÐ h anĹgkh tou
deÔterou bohjhtikoÔ pÐnaka low me thn katĹllhlh qrăsh mÐac deÔterhc stoÐbac. H
prÿth stoÐba apojhkeÔei, ìpwc kai ston algìrijmo tou Tarjan, to trèqon monopĹti. H
deÔterh stoÐba skopì èqei na entopÐsei poiec korufèc eÐnai shmeÐa eisìdou se isqurĹ
sunektikèc sunistÿsec. O algìrijmoc, loipìn, akoloujeÐ thn exereÔnhsh AsB. ätan
entopisteÐ mÐa anexètasth korufă v, eisĹgetai kai stic dÔo stoÐbec. EĹn brejeÐ mÐa
opisjoakmă ­kai, sunepÿc, briskìmaste entìc sunistÿsac­ me diadoqikĹ pop sthn
deÔterh stoÐba, paramènei mìno h korufă-apìlhxh thc opisjoakmăc; ătoi, h eggÔterh
proc thn rÐza tou dèndrou AsB korufă tou antÐstoiqou kÔklou. KatĹ thn perĹtwsh
thc epexergasÐac mÐac korufăc v, elègqetai măpwc h v eÐnai sthn korufă thc deÔterhc
stoÐbac. EĹn nai, tìte autì shmaÐnei pwc h v eÐnai shmeÐo eisìdou, kai ìlec oi korufèc
monopatioÔ AsB sthn prÿth stoÐba, apì thn kefală thc mèqri kai thn v, apoteloÔn
isqurĹ sunektikă sunistÿsa. EĹn ìqi, tìte den prĹttoume tÐpote.

To Sqăma 3.24 epexhgeÐ ton trìpo drĹsewc tou algorÐjmou. DiadoqikĹ, oi 0, 1 kai
2 eisĹgontai stic dÔo stoÐbec. KatĹ thn epexergasÐa thc 2, lìgw thc opisjoakmăc, oi

Sqăma 3.24: ParĹdeigma eurèsewc isqurĹ sunektikÿn sunistwsÿn bĹsei Gabow.
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1, 2 afairoÔntai apì thn deÔterh. Katìpin, eisĹgontai oi 5, 4, 3. Me ton entopismì
thc opisjoakmăc (3, 4), afaireÐtai h 3 apì thn deÔterh stoÐba. KatĹ to pèrac thc
epexergasÐac thc 3, afoÔ den eÐnai korufaÐa sthn deÔterh stoÐba, opisjoqwroÔme
sthn 4. EkeÐ, kajÿc oloklhrÿnontai oi upologismoÐ, h 4 anagoreÔetai wc shmeÐo
eisìdou, ef" ìson eÐnai sthn kefală thc deÔterhc stoÐbac. Wc ek toÔtou, anaktÿntai,
me diadoqikĹ pop apì thn prÿth stoÐba, oi 3, 4, wc mèlh thc prÿthc sunistÿsac
pou sunantoÔme sto grĹfhma. Katìpin, h anadromă opisjoqwreÐ sthn 5, apì thn 5
metabaÐnei sthn 6 k.o.k.

O Alg. 3.13 sunistĹ mÐa perigrafă tou se yeudoglÿssa. H stack apoteleÐ thn
prwteÔousa stoÐba, enÿ h pstack thn deÔterh. KatĹ thn eÐsodo, h trèqousa ko-
rufă w eisĹgetai kai stic dÔo stoÐbec (grammèc 2`3). ätan brejeÐ mÐa opisjoak-
mă (Ĺra, eÐmaste entìc isqurĹ sunektikăc sunistÿsac), me diadoqikĹ pop paramènei
mìno h eggÔterh proc thn rÐza tou dèndrou AsB korufă (grammèc 7`9). KatĹ thn
oloklărwsh twn upologismÿn (grammă 10), eĹn h w tautÐzetai me thn prÿth ko-
rufă thc pstack, tìte, katĹ thn diĹrkeia thc AsB, apì thn pstack èqoun exaleifjeÐ
ìlec oi korufèc thc trèqousac sunistÿsac, plhn autăc pou apoteleÐ shmeÐo eisìdou
sthn sunistÿsa (grammèc 12`13). Opìte h stack emperièqei tic korufèc thc isqurĹ

Algorithm gabowSC(graph g, vertex w)
Input: GrĹfhma g me bohjhtikoÔc pÐnakec pre, sc kai stoÐbec stack,pstack
Output: O pÐnakac sc ja èqei gia kĹje korufă thn isqurĹ sunistÿsa thc

1. g.pre[w] = g.order++; // arijmìc prodiatĹxewc
2. g.stack.push(w); // ènjesh stic stoÐbec
3. g.pstack.push(w);
4. for (x = g.List[w]; x != null; x = x.getNext())
5. if (g.pre[x.v] == −1) // anexereÔnhtoc apìgonoc
6. gabowSC(g,x.v);
7. else if (g.sc[x.v] == −1) // aprosdiìristoc arijmìc sunistÿsac
8. while (g.pre[g.pstack.top()] > g.pre[x.v])
9. g.pstack.pop();
10. if (g.pstack.top() != w) // den apoteleÐ {korufă eisìdou}
11. return;
12. else
13. g.pstack.pop(); // apoteleÐ {korufă eisìdou} se sunistÿsa
14. do // anĹkthsh korufÿn sunistÿsac
15. g.sc[(t=g.stack.pop())] = g.strcompnum;
16. while (t != w);
17. g.strcompnum++; // enhmèrwsh trèqontoc arijmoÔ sunistÿsac

Algìrijmoc 3.13: IsqurĹ sunektikèc sunistÿsec bĹsei Gabow
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sunektikăc sunistÿsac, tic opoÐec anaktoÔme me diadoqikĹ pop (grammèc 10`16) kai
enhmerÿnoume ton epìmeno diajèsimo arijmì sunistÿsac (grammă 17).

Jeÿrhma 3.6 O algìrijmoc tou Gabow anakalÔptei tic isqurĹ sunektikèc sunistÿsec
enìc grafămatoc G se grammikì, wc proc thn poluplokìthtĹ tou, qrìno kai qÿro.

Apìdeixh. H qronikă poluplokìthta prokÔptei Ĺmesa, afoÔ, kat" ousÐan, apoteleÐ
epèktash thc AsB, enÿ kĹje korufă eisĹgetai kai exĹgetai kai apì tic dÔo stoÐbec
akribÿc mÐa forĹ. H tupikă apìdeixh orjìthtac paraleÐpetai. �

3.5 PerÐlhyh ApotelesmĹtwn

O PÐnakac 3.5 sunoyÐzei touc basikìterouc algorÐjmouc tou parìntoc KefalaÐou
kai tic antÐstoiqec poluplokìthtèc touc. Sthn dexiĹ stălh, shmeiÿnontai ta tuqìn
idiaÐtera gnwrÐsmata kajenìc.

Prìblhma Poluplokìthta

Asb O(V + E)
AkP O(V + E)

Topologikă DiĹtaxh O(V + E)
O(V (V + E)) (V AsB)

Metabatikă O(V 4) (Pol/smìc DuadikoÔ PÐnaka)
Kleistìthta O(V 3 log n) (O(log n) TetragwnismoÐ)

O(V 3) (Warshall)
Disunektikìthta O(V + E)

O(V + E) (Kosaraju: 2 AsB)
IsqurĹ

O(V + E) (Tarjan: 1 AsB, stoÐba, pÐnakac)
Sunektikìthta

O(V + E) (Gabow: 1 AsB, 2 stoÐbec)

PÐnakac 3.1: SÔnoyh poluplokotătwn basikÿn algorÐjmwn epexergasÐac grafh-
mĹtwn

Askăseic

3.1 ApodeÐxte ìti kĹje plărec duadikì dèndro T , Ôyouc h, diajètei to 90% twn kìmbwn
tou sta trÐa teleutaÐa epÐpeda.
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3.2 àstw d1, d2, . . . , dn, n > 1 jetikoÐ akèraioi.

(a) ApodeÐxte ìti oi d1, d2, . . . , dn apoteloÔn touc bajmoÔc twn korufÿn enìc dèndrou
T n korufÿn eĹn kai mìnon an

∑n
i=1 di = 2n − 2.

(b) SqediĹste ènan algìrijmo, o opoÐoc, deqìmenoc, wc eÐsodo, n akeraÐouc d1, d2,
, . . . , dn, ja kataskeuĹzei èna dèndro n korufÿn, me bajmoÔc touc d1, d2, . . . , dn, ef"
ìson, bèbaia, autì eÐnai efiktì.

3.3 ProteÐnete ènan algìrijmo exereunăsewc enìc labÔrinjou.

3.4 H Ôparxh mìno mÐac opisjoakmăc se èna dèndro AsB sunepĹgetai thn Ôparxh enìc
monadikoÔ kÔklou? Aitiologăste plărwc thn apĹnthsă sac.

3.5 àstw A o pÐnakac geitniĹsewc enìc grafămatoc G = (V, E). Poia h shmasÐa tou
pÐnaka A · AT ?

3.6 Tropopoiăste thn diadikasÐa AkP, ÿste na entopÐzei to plăjoc twn diakekrimènwn
monopatiÿn metaxÔ dÔo korufÿn entìc grammikoÔ qrìnou. MporeÐte na qrhsimopoiă-
sete epiplèon bohjhtikì qÿro.

3.7 ApofanjeÐte eĹn eÐnai dunatìn ă ìqi

(a) h AkP se èna grĹfhma G = (V, E) na mhn eÐnai se jèsh na entopÐsei ìla ta
suntomìtera monopĹtia apì mÐa korufă v proc ìlec tic upìloipec, allĹ mìno merikĹ.

(b) mÐa korufă v na èqei topojethjeÐ mình thc se èna dèndro tou dĹsouc AsB kaÐtoi
diajètei mh mhdenikoÔc bajmoÔc eisìdou kai exìdou.

3.8 GrĹyte èna prìgramma, to opoÐo ja dèqetai wc eÐsodo èna arqeÐo V ×V stoiqeÐwn (me
arÐjmhsh apì 0 wc V 2−1), pou perigrĹfei èna grĹfhma wc exăc: eĹn to i-sto stoiqeÐo
eÐnai 1, tìte h korufă i ÷ V sundèetai me thn korufă i mod V . DiaforetikĹ, eĹn
eÐnai 0, oi korufèc den sundèontai metaxÔ touc. Epiprìsjeta, ja toÔ gnwstopoieÐtai
eĹn to grĹfhma eÐnai kateujunìmeno ă ìqi. Katìpin ja mporeÐ na dhmiourgeÐ (anĹloga
me thn epijumÐa tou qrăsth) thn eswterikă anaparĹstash eÐte me pÐnaka geitniĹsewc
eÐte me lÐsta geitniĹsewc.

3.9 Ulopoiăste tic anazhtăseic AsB kai AkP, tìso se kateujunìmena ìso kai se mh ka-
teujunìmena grafămata, qrhsimopoiÿntac wc bĹsh touc antÐstoiqouc yeudokÿdikec
tou kefalaÐou. Oi diadikasÐec anazhtăsewc ja prèpei na eÐnai se jèsh na kathgo-
riopoioÔn tic akmèc tou grafămatoc se akmèc dèndrou, opisjoakmèc, k.o.k. Epalh-
jeÔste tic ulopoiăseic sac me ta antÐstoiqa paradeÐgmata.

3.10 ProteÐnete ènan algìrijmo kataskeuăc enìc epikalÔpontoc dĹsouc EG gia to bo-
hjhtikì grĹfhma BG tou algorÐjmou entopismoÔ disunektikÿn sunistwsÿn se èna
grĹfhma G = (V, E), (Upìdeixh. EpexergasteÐte tic opisjoakmèc katĹ aÔxonta
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arijmì prodiatĹxewc tou Ĺnw Ĺkro touc, ìpwc faÐnetai sto dèndro AsB. Gia kĹ-
je opisjoakmă b, èstw e1, e2, . . . , ej oi antÐstoiqec akmèc dèndrou AsB, diatetag-
mènec apì thn qamhlìterh proc thn uyhlìterh. Prosjètoume sto EG tic akmèc
(b, e1), (b, e2), . . . , (b, ek), 1 ≤ k ≤ j, mèqri na broÔme thn prÿth ek, h opoÐa èqei
emplakeÐ xanĹ se prosjăkh akmăc.)

3.11 àstw èna sÔnolo n ergasiÿn T , ìpou gia kĹje ergasÐa ti eÐnai gnwstă h qronikă
thc diĹrkeia χi. Dojèntoc tou KAG G twn exartăsewn metaxÔ twn ti, sqediĹste kai
analÔste ènan algìrijmo pou upologÐzei ton elĹqisto qrìno oloklhrÿsewc tou T .

3.12 PerigrĹyte ènan grammikì algìrijmo pou apofaÐnetai, eĹn èna grĹfhma G = (V, E)
eÐnai dimelèc ă ìqi.

3.13 ApodeÐxte ìti to dèndro AsB

(a) se grĹfhma mh kateujunìmeno apoteleÐtai mìno apì akmèc dèndrou kai opisjoak-
mèc,

(b) den diajètei opisjoakmèc an kai mìnon an to upokeÐmeno mh kateujunìmeno grĹfh-
ma eÐnai Ĺkuklo, kai

(g) den diajètei opisjoakmèc an kai mìnon an to upokeÐmeno kateujunìmeno grĹfhma
eÐnai Ĺkuklo.

3.14 àstw G = ({v1, v2 . . . , vn}, {e1, e2, . . . , em}) kateujunìmeno grĹfhma kai Bn×m dis-
diĹstatoc pÐnakac tètoioc ÿste:

Bi,j =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, h akmă ej eisèrqetai sthn korufă vi

−1, h akmă ej exèrqetai thc korufăc vi

0, diaforetikĹ.

Ti dÐdoun oi jèseic tou pÐnaka B · BT ?

3.15 SqediĹste kai analÔste ènan algìrijmo, o opoÐoc, se grammikì qrìno, ja apofaÐnetai
eĹn mporeÐ na apodojeÐ se kĹje korufă v enìc grafămatoc G = (V, E) mÐa tampè-
la apì to sÔnolo {r, b}, oÔtwc ÿste geitonikèc korufèc na diajètoun diaforetikèc
tampèlec.

3.16 ProteÐnete mÐa epèktash thc AsB, ÿste na entopÐzei kÔklo Euler se èna grĹfhma,
eĹn autìc upĹrqei.

3.17 KĹlumma korufăc (vertex cover) enìc grafămatoc G = (V, E) kaleÐtai èna sÔnolo
V ′ ⊆ V , eĹn kĹje akmă e ∈ E eÐnai proskeÐmenh se mÐa toulĹqiston korufă v ∈ V ′.

(a) BreÐte ènan algìrijmo, o opoÐoc, entìc grammikoÔ qrìnou O(V + E), upologÐzei
to mègejoc tou mikrìterou kalÔmmatoc korufăc enìc dèndrou.
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(b) ProteÐnete ènan algìrijmo pou apofaÐnetai eĹn upĹrqei ă ìqi kĹlumma korufăc se
èna mh kateujunìmeno grĹfhma, apoteloÔmeno apì ≤ k anexĹrthtec (mh geitonikèc)
korufèc.

3.18 àstw G = (V, E) èna sunektikì, mh kateujunìmeno grĹfhma, kai e1, e2, e3 treic
akmèc tou. Pÿc mporeÐte na breÐte eĹn upĹrqei kÔkloc pou perièqei tic e1, e2 allĹ
ìqi thn e3?

3.19 Dojèntoc enìc mh kateujunìmenou grafămatoc G = (V, E), se pìso qrìno eÐnai
dunatìn na diapistwjeÐ eĹn eÐnai dèndro ă ìqi?

3.20 Dojèntwn twn shmeÐwn arjrÿsewc enìc grafămatoc G = (V, E), perigrĹyte ènan
algìrijmo entopismoÔ twn disunektikÿn sunistwsÿn.

3.21 ProteÐnete kai analÔste ènan algìrijmo, o opoÐoc, deqìmenoc wc eÐsodo èna mh ka-
teujunìmeno grĹfhma G = (V, E), prosjètei ton elĹqisto arijmì akmÿn, ÿste to G
na katasteÐ disunektikì, eĹn den eÐnai.

3.22 àstw Σ èna sÔsthma anisotătwn thc morfăc xi < xj . SqediĹste ènan algìrijmo pou
apofaÐnetai eĹn to Σ eÐnai epilÔsimo ă ìqi.

3.23 PerigrĹyte kai analÔste ènan algìrijmo entopismoÔ ìlwn twn kÔklwn măkouc 4 se
mh kateujunìmena grafămata.

3.24 Dojèntoc enìc KAG G = (V, E), ìpou kĹje akmă e ∈ E fèrei mÐa tampèla l(e) ∈
{0, 1}, aiteÐtai h anĹptuxh enìc algorÐjmou pou, entìc qrìnou O(V +E), upologÐzei
gia kĹje korufă v ∈ V to plăjoc a(v) twn enallassìmenwn monopatiÿn me shmeÐo
ekkinăsewc thn v. Enallassìmeno qarakthrÐzetai èna monopĹti, ìpou oi tampèlec

enallĹssontai, kajÿc metabaÐnoume apì korufă se korufă. Lìgou qĹrin, ta v1
0→

v2, v1
1→ v2, v1

1→ v2
0→ v3, v1

0→ v2
1→ v3

0→ v4
1→ v5, apoteloÔn stigmiìtupa

enallassìmenwn monopatiÿn.

3.25 àstw G = (V, E) èna KAG me mègisto măkoc monopatioÔ k. PerigrĹyte ènan algìrij-
mo pou diamerÐzei to V se k + 1, to polÔ, sÔnola, xèna metaxÔ touc, tètoia ÿste dÔo
korufèc v, w anăkoun sthn Ðdia diamèrish eĹn kai mìnon an den upĹrqoun monopĹtia
apì to v sto w kai apì to w sto v.

3.26 (a) Na sqediasteÐ kai na analujeÐ ènac algìrijmoc pou na anakalÔptei eĹn èna KAG
G = (V, E) diajètei ă ìqi monopĹti Hamilton.

(b) Se èna KAG G = (V, E) to makrÔtero monopĹti kaleÐtai krÐsimo. PerigrĹyte kai
analÔste ènan algìrijmo entopismoÔ twn krÐsimwn monopatiÿn.

3.27 ProteÐnete mÐa tropopoÐhsh thc diadikasÐac AsB, ÿste na upologÐzei thn metabatikă
kleistìthta enìc KAG eisìdou. (Upìdeixh. SunduĹste thn AsB me thn teqnikă tou
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dunamikoÔ programmatismoÔ, ekmetalleuìmenoi to gegonìc ìti oi emprostoakmèc kai
oi akmèc diastaurÿsewc odhgoÔn se korufèc, gia tic opoÐec ìla ta monopĹtia èqoun
ădh upologisteÐ.)

3.28 Metatrèyte ton Alg. 3.4 twn shmeiÿsewn se pragmatikì kÿdika, ÿste na brÐskei ta
shmeÐa arjrÿsewc, tic gèfurec kai tic disunektikèc sunistÿsec.

3.29 Ulopoiăste touc algorÐjmouc eurèsewc twn isqurĹ sunektikÿn sunistwsÿn twn
Kosaraju, Gabow kai Tarjan (Algìrijmoi 3.11, 3.13 kai 3.12 antÐstoiqa).

3.30 àna kateujunìmeno grĹfhma G = (V, E) kaleÐtai hmi-sunektikì, eĹn metaxÔ dÔo
opoiadăpote korufÿn v, w ∈ V upĹrqei monopĹti v � w ă w � v. SqediĹste kai
analÔste ènan algìrijmo, o opoÐoc apofasÐzei eĹn èna kateujunìmeno grĹfhma eÐnai
hmi-sunektikì ă ìqi. (Upìdeixh. Tropopoiăste ton Algìrijmo Kosaraju.)

3.31 SqediĹste ènan algìrijmo kìstouc O(E) upologismoÔ kÔklou Euler se èna mh kateu-
junìmeno grĹfhma G = (V, E). (Upìdeixh. JumhjeÐte to sqetikì Jeÿrhma upĹrxewc
ă ìqi tou kÔklou.)

3.32 Pÿc allĹzei o pÐnakac metabatikăc kleistìthtac, eĹn prosjèsoume mÐa akmă? Ba-
sizìmenoi se autăn thn paratărhsh, proteÐnete mÐa tropopoÐhsh tou algorÐjmou
Warshall (Alg. 3.10), ÿste na epexergĹzetai {hmi-dunamikĹ} grafămata (grafămata,
dhladă, pou epitrèpoun thn prosjăkh akmÿn). Poia h poluplokìthta qeirìterhc
periptÿsewc mÐac enjèsewc?

3.33 KĹje Ôfasma apoteleÐtai apì dÔo akoloujÐec nhmĹtwn H, V , orizontÐwn kai kajètwn,
antÐstoiqa, pou periplèkontai metaxÔ touc. To motÐbo thc plèxhc dÔnatai na para-
stajeÐ me ènan orjogÿnio duadikì pÐnaka A, diastĹsewc |H|×|V |, ìpou Ai,j = 0 eĹn
kai mìno an to i-stì orizìntio năma hi pernĹ kĹtw apì to j-stì kĹjeto năma vj . Do-
jèntoc tou A, aiteÐtai na sqediasteÐ algìrijmoc pou na apofaÐnetai eĹn to antÐstoiqo
motÐbo plèxhc eÐnai swstì; dhladă, eĹn efarmosteÐ, parĹgetai èna {monokìmmato}
Ôfasma. (Upìdeixh. Anaparastăste ton A me èna katĹllhlo dimelèc kateujunìmeno
grĹfhma G, to opoÐo ja eÐnai isqurĹ sunektikì, eĹn h plèxh eÐnai swstă.)


