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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

∆ύο ιδέες λάµπουν στο ϐελούδο του κοσµηµατοπώλη. Η πρώ-

τη είναι ο απειροστικός λογισµός και η δεύτερη ο αλγόριθµος.

Ο απειροστικός λογισµός και το πλούσιο πεδίο της µαθηµα-

τικής ανάλυσης που αυτός γέννησε, έκαναν δυνατή την εµ-

ϕάνιση της µοντέρνας επιστήµης : όµως, ο αλγόριθµος είναι

αυτός που διαµόρφωσε τον σύγχρονο κόσµο.

— David Berlinski, ‘‘The Advent of the Algorithm’’, 2000

Γιατί ϑα πρέπει να µελετήσετε τους αλγόριθµους ; Εάν πρόκειται να σταδιοδροµήσετε

ως επαγγελµατίες της πληροφορικής, υπάρχουν πρακτικοί και ϑεωρητικοί λόγοι που

επιβάλλουν τη µελέτη τους. Από την πρακτική σκοπιά, ϑα πρέπει να γνωρίζετε ένα

τυποποιηµένο σύνολο σηµαντικών αλγορίθµων που να καλύπτουν διάφορες περιοχές

της πληροφορικής. Επιπρόσθετα, ϑα πρέπει να είστε σε ϑέση να σχεδιάζετε νέους

αλγόριθµους και να αναλύετε την αποδοτικότητά τους. Απο τη ϑεωρητική σκοπιά, η

µελέτη των αλγορίθµων, η οποία αναφέρεται και ως αλγοριθµική (algorithmics), έχει

πλέον αναγνωριστεί ως ο ϑεµέλιος λίθος της επιστήµης των υπολογιστών. Ο David

Harel, στο εξαίσιο ϐιβλίο του που ϕέρει τον εύστοχο τίτλο «Αλγοριθµική : το Πνεύµα

της Επιστήµης των Υπολογιστών» (Algorithmics: the Spirit of Computing ), το ϑέτει ως

εξής :

Η Αλγοριθµική είναι κάτι παραπάνω από ένας απλός κλάδος της

επιστήµης της πληροφορικής. Είναι ο πυρήνας της και, εάν ϑέ-

λουµε να είµαστε δίκαιοι, µπορούµε να πούµε ότι άπτεται των πε-

ϱισσοτέρων τοµέων της επιστήµης, της επιχειρηµατικότητας και της

τεχνολογίας. [3] σελ. 6.

Ακόµη και εάν δεν είστε ϕοιτητής σε ένα σχετικό µε υπολογιστές πρόγραµµα σπου-

δών, υπάρχουν πειστικοί λόγοι για να µελετήσετε τους αλγόριθµους. Για να το πούµε
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απλά, τα προγράµµατα των υπολογιστών δεν ϑα ήταν δυνατό να υπάρξουν χωρίς τους

αλγόριθµους. Και επειδή οι υπολογιστικές εφαρµογές καθίστανται απαραίτητες πλέον

σχεδόν σε όλους τους τοµείς της επαγγελµατικής και της προσωπικής µας Ϲωής, η

µελέτη των αλγορίθµων είναι αναγκαία για όλο και περισσότερους ανθρώπους.

΄Ενας άλλος λόγος που επιβάλλει τη µελέτη των αλγορίθµων είναι η χρησιµότητά

τους στην ανάπτυξη δεξιοτήτων ανάλυσης. Στο κάτω–κάτω, οι αλγόριθµοι µπορούν

να ειδωθούν ως ειδικές κατηγορίες λύσεων σε προβλήµατα—όχι ως απαντήσεις αυ-

τές καθεαυτές, αλλά επακριβώς ορισµένες διαδικασίες λήψης απαντήσεων. Συνεπώς,

συγκεκριµένες τεχνικές σχεδίασης αλγορίθµων µπορούν να ερµηνευτούν ως στρατη-

γικές επίλυσης προβληµάτων, οι οποίες είναι χρήσιµες, ανεξάρτητα από το εάν στο

προκείµενο πρόβληµα εµπλέκεται ή όχι ένας υπολογιστής. Φυσικά, η ακρίβεια που

επιβάλλεται από τον αλγοριθµικό τρόπο σκέψης, περιορίζει τα είδη των προβληµάτων

που µπορούν να επιλυθούν µε έναν συγκεκριµένο αλγόριθµο. ∆εν ϑα ϐρείτε, για πα-

ϱάδειγµα, έναν αλγόριθµο για το πώς να διάγετε µια ευτυχισµένη Ϲωή, ή για το πώς

ϑα γίνετε πλούσιοι και διάσηµοι. Από την άλλη µεριά, αυτή η απαιτούµενη ακρί-

ϐεια διαθέτει ένα σηµαντικό παιδαγωγικό χαρακτηριστικό. Ο Donald Knuth, ένας από

τους πλέον εξέχοντες επιστήµονες της πληροφορικής σε όλη τη µέχρι τώρα ιστορία της

αλγοριθµικής, το ϑέτει ως εξής :

΄Ενας άνθρωπος καλά εκπαιδευµένος στην επιστήµη των υπολογι-

στών, γνωρίζει πώς να αντιµετωπίζει τους αλγόριθµους : πώς να τους

κατασκευάζει, να τους χειρίζεται, να τους καταλαβαίνει, να τους ανα-

λύει. Αυτή η γνώση αποτελεί υπόβαθρο για κάτι πολύ περισσότερο

από τη συγγραφή καλών προγραµµάτων : είναι ένα νοητικό εργαλείο

γενικής χρήσης το οποίο είναι καθοριστικής σηµασίας στην κατα-

νόηση άλλων γνωστικών αντικειµένων, είτε αυτά έχουν να κάνουν

µε τη χηµεία, τη γλωσσολογία, τη µουσική κλπ. Το γιατί συµ-

ϐαίνει αυτό, µπορεί να γίνει κατανοητό µε τον εξής τρόπο : ΄Εχει

ειπωθεί ότι κάποιος δεν καταλαβαίνει στην ουσία ένα πράγµα, µέ-

χρις ότου να το διδάξει σε κάποιον άλλο. Στην πραγµατικότητα,

κάποιος δεν καταλαβαίνει ένα πράγµα, παρά µόνο εφόσον το έχει

διδάξει σε έναν υπολογιστή, δηλαδή αφού το έχει εκφράσει ως έναν

αλγόριθµο. Η προσπάθεια τυποποίησης της γνώσης µε την µορ-

ϕή αλγορίθµων οδηγεί σε πολύ ϐαθύτερη κατανόηση, από ό,τι µια

απλή προσπάθεια αντίληψης των πραγµάτων, ϐασισµένη στον πα-

ϱαδοσιακό τρόπο. [4], σελ. 9.

Εισάγουµε και συζητούµε την έννοια του αλγορίθµου στην Ενότητα 1.1. Ως παρα-

δείγµατα χρησιµοποιούµε τρεις αλγόριθµους για το ίδιο πρόβληµα: τον υπολογισµό

του µέγιστου κοινού διαιρέτη (ΜΚ∆). Υπάρχουν αρκετοί λόγοι που επιβάλλουν αυτήν

την επιλογή. Κατά πρώτον, ασχολούµαστε µε ένα οικείο σε όλους πρόβληµα, από τα

σχολικά µας χρόνια. Κατά δεύτερον, γίνεται έτσι ϕανερό ένα σηµαντικό σηµείο, ότι
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δηλαδή το ίδιο πρόβληµα µποϱεί να επιλυθεί µε περισσότερους του ενός αλγόριθµους.

Η συγκεκριµένη είναι µια τυπική περίπτωση, όπου οι διάφοροι αλγόριθµοι διαφέρουν

ως προς την κεντρική τους ιδέα, το επίπεδο πολυπλοκότητάς τους και την απόδοσή

τους. Και τρίτον, ο ένας από τους αλγόριθµους αυτούς αξίζει να παρουσιαστεί πρώτος,

τόσο λόγω της ηλικίας του—εµφανίστηκε στη διάσηµη πραγµατεία των Στοιχείων του

Ευκλείδη, περισσότερο από δύο χιλιάδες χρόνια πριν, όσο και λόγω της διαρκούσης

δύναµης και σηµασίας του. Τέλος, η οικεία διαδικασία υπολογισµού του, από τα µα-

ϑητικά µας χρόνια, µας επιτρέπει να τονίσουµε µια καίρια απαίτηση, την οποία ϑα

πρέπει να ικανοποιεί κάθε αλγόριθµος.

Η Ενότητα 1.2 ασχολείται µε την αλγοριθµική επίλυση προβληµάτων. Εκεί συζη-

τούµε διάφορα σηµαντικά ϑέµατα που σχετίζονται µε τη σχεδίαση και την ανάλυση των

αλγορίθµων. Οι διάφορες όψεις της αλγοριθµικής επίλυσης προβληµάτων ποικίλλουν

από την ανάλυση του προβλήµατος και τα µέσα που χρησιµοποιούµε για να εκφρά-

σουµε έναν αλγόριθµο, µέχρι τη ϑεµελίωση της ορθότητάς του και την ανάλυση της

απόδοσής του. Η Ενότητα αυτή δεν περιέχει κάποια µαγική συνταγή κατασκευής ενός

αλγορίθµου για ένα αυθαίρετο πρόβληµα. Είναι κοινά αποδεκτό ότι δεν υπάρχει κά-

ποια τέτοια συνταγή. Παρόλα αυτά, το υλικό της Ενότητας 1.2 ϑα είναι χρήσιµο για την

οργάνωση της δουλειάς σας, όσον αφορά τη σχεδίαση και την ανάλυση αλγορίθµων.

Η Ενότητα 1.3 είναι αφιερωµένη σε µερικούς τύπους προβληµάτων, οι οποίοι έχουν

αποδειχθεί ιδιαίτερα σηµαντικοί στη µελέτη των αλγορίθµων, καθώς και των εφαρµο-

γών τους. Στην πραγµατικότηα, υπάρχουν διδακτικά εγχειρίδια (π.χ. [5]) που είναι

οργανωµένα µε ϐάση αυτούς τους τύπους προβληµάτων. Τείνω να συµµεριστώ την

άποψη (η οποία υποστηρίζεται και από πολλούς άλλους) ότι µια οργάνωση µε ϐάση τις

τεχνικές σχεδίασης των αλγορίθµων, υπερτερεί της προηγούµενης. Σε κάθε περίπτω-

ση όµως, είναι πολύ σηµαντικό να είµαστε γνώστες των κύριων τύπων προβληµάτων.

Αυτοί, δεν είναι µόνο οι πλέον κοινά απαντώµενοι τύποι προβληµάτων σε ϱεαλιστικές

εφαρµογές, αλλά χρησιµοποιούνται και σε όλη την έκταση του ϐιβλίου, για την επίδειξη

των συγκεκριµένων κάθε ϕορά τεχνικών σχεδίασης αλγορίθµων.

Η Ενότητα 1.4 περιέχει µια ανασκόπηση των ϑεµελιωδών δοµών δεδοµένων. Προο-

ϱίζεται να χρησιµεύσει κυρίως ως αναφορά, αντί µιας διεξοδικής συζήτησης στο ϑέ-

µα αυτό. Εάν χρειάζεστε µια αναλυτικότερη και σε µεγαλύτερο ϐάθος αντιµετώπιση,

υπάρχει µια πληθώρα καλών ϐιβλίων για το ϑέµα αυτό, µε τα περισσότερα από αυτά

να επικεντρώνονται σε κάποια συγκεκριµένη γλώσσα προγραµµατισµού.

1.1 Τι Ειναι Ενας Αλγοριθµος ;

Αν και δεν υπάρχει κάποια κοινά αποδεκτή ϕρασεολογία για να περιγράψουµε τη

συγκεκριµένη έννοια, υπάρχει εν τούτοις γενική συµφωνία για το τί σηµαίνει αυτή η

έννοια :
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Σχήµα 1.1: Η έννοια του αλγορίθµου.

΄Ενας Αλγόριθµος είναι µια ακολουθία ξεκάθαρων, ϱητών εντολών

για την επίλυση ενός προβλήµατος, δηλαδή για την παραγωγή της

απαιτούµενης εξόδου για κάθε αποδεκτή είσοδο, σε πεπερασµένο

χρόνο.

Αυτός ο ορισµός µπορεί να απεικονιστεί µε ένα απλό διάγραµµα (Σχήµα 1.1).

Η αναφορά σε «εντολές» (instructions) στον ορισµό αυτό υπονοεί την ύπαρξη κά-

ποιου (ανθρώπου ή µηχανισµού), ο οποίος είναι ικανός να καταλάβει και να ακολου-

ϑήσει τις συγκεκριµένες εντολές. Αυτή την οντότητα την ονοµάζουµε «υπολογιστή»,

έχοντας στο µυαλό µας ότι, στην προ των ηλεκτρονικών υπολογιστών εποχή, ο όρος

«υπολογιστής» σήµαινε κάποιον άνθρωπο που επιτελούσε αριθµητικούς υπολογισµούς.

Σήµερα, ϕυσικά, οι «υπολογιστές» είναι αφανείς (ubiquitous) ηλεκτρονικές συσκευές

που έχουν καταστεί αναπόσπαστο µέρος σχεδόν οποιασδήποτε ενέργειάς µας. Παρατη-

ϱήστε όµως ότι, αν και η πλειοψηφία των αλγορίθµων όντως προορίζεται για υλοποίηση

σε έναν υπολογιστή, η έννοια του αλγορίθµου δεν εξαρτάται από αυτή την προοπτική.

Ως παραδείγµατα που καταδεικνύουν την έννοια του αλγορίθµου, ϑα ϑεωρήσουµε

σε αυτή την Ενότητα τρεις µεθόδους για να επιλύσουµε ένα και το αυτό πρόβληµα:

τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη (ΜΚ∆) δύο ακέραιων. Τα παραδείγµατα

αυτά ϑα µας ϐοηθήσουν να αντιληφθούµε µερικά σηµαντικά σηµεία :� Η απαίτηση για ξεκάθαρη έκφραση του κάθε ϐήµατος του αλγορίθµου, δεν γίνε-

ται να µην υπάρχει.� Το εύρος τιµών των εισόδων, για το οποίο ο αλγόριθµος µπορεί να εφαρµοστεί,

ϑα πρέπει να καθοριστεί µε προσοχή.
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τους, τρόπους.� Ενδέχεται να υπάρχουν περισσότεροι του ενός αλγόριθµοι, για την επίλυση του

ίδιου προβλήµατος.� Αλγόριθµοι για το ίδιο πρόβληµα µπορεί να ϐασίζονται σε εντελώς διαφορετικές

ιδέες και µπορεί να επιλύουν το πρόβληµα µε εντελώς διαφορετικές ταχύτητες

επίλυσης.

Θυµηθείτε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (greatest common divisor, GCD) δύο

µη-αρνητικών, µη-ταυτόχρονα-µηδενικών ακεραίων m και n, δηλούµενος ως gcd(m,n),
ορίζεται ως ο µεγαλύτερος ακέραιος που διαιρεί ακριβώς τους m και n, αφήνοντας δη-

λαδή υπόλοιπο µηδέν. Ο Ευκλείδης ο Αλεξανδρεύς (τρίτος αιώνας π.Χ.) περιέγραψε

έναν αλγόριθµο για την επίλυση του προβλήµατος αυτού, σε ένα από τα ϐιβλία των Στοι-

χείων του, τα οποία παρέµειναν γνωστά ανά τους αιώνες για τη συστηµατική ανάπτυξη

της γεωµετρίας που περιείχαν. Σε σύγχρονους όρους, ο αλγόριθµος του Ευκλείδη

(Euclid’s algorithm) ϐασίζεται στην επαναληπτική εφαρµογή της ταυτότητας

gcd(m,n) = gcd(n,m mod n)

(όπου m mod n είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του m από τον n), µέχρις ότου το

m mod n γίνει µηδέν. Εφόσον gcd(m, 0) = m (γιατί ισχύει αυτό ;), η τελική τιµή του

m είναι και ο µέγιστος κοινός διαιρέτης της αρχικής τιµής του m και του n.

Για παράδειγµα, ο gcd(60, 24) µπορεί να υπολογιστεί ως ακολούθως :

gcd(60, 24) = gcd(24, 12) = gcd(12, 0) = 12 .

Εάν δεν έχετε εντυπωσιαστεί από τον αλγόριθµο αυτό, προσπαθήστε να ϐρείτε το µέγι-

στο κοινό διαιρέτη µεγάλων αριθµών, όπως αυτών του Προβλήµατος 5 των Ασκήσεων

της Ενότητας 1.1.

Παραθέτουµε µια περισσότερο δοµηµένη περιγραφή του αλγορίθµου αυτού:

Αλγόριθµος του Ευκλείδη για τον υπολογισµό του gcd(m,n)� Βήµα 1 Εάν n = 0, επέστρεψε την τιµή του m ως απάντηση και σταµάτησε.

Αλλιώς, προχώρα στο Βήµα 2.� Βήµα 2 ∆ιαίρεσε τον m µε τον n και ανάθεσε την τιµή του υπόλοιπου στον r.� Βήµα 3 Ανάθεσε την τιµή του n στον m και αυτήν του r στον n. Πήγαινε στο

Βήµα 1.

Εναλλακτικά, µπορούµε να εκφράσουµε τον ίδιο αλγόριθµο σε µια µορφή ψευδοκώ-

δικα :
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Αλγόριθµος 1.1.1 : Euclid(m,n)

1 //Υπολογισµός του ΜΚ∆ gcd(m,n) µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη

2 //Είσοδος : δύο µη-αρνητικοί, µη-ταυτόχρονα-µηδενικοί ακέραιοι m και n
3 //΄Εξοδος : ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των m και n
4 while n 6= 0 do {
5 r ← m mod n
6 m← n
7 n← r
8 }
9 return m

Πώς ξέρουµε ότι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη τερµατίζεται σε πεπερασµένο χρόνο ;

Αυτό είναι επακόλουθο της παρατήρησης ότι ο δεύτερος αριθµός του (διατεταγµένου)

Ϲεύγους (m,n) γίνεται συνεχώς µικρότερος, µε κάθε νέα επανάληψη και από το ότι

δεν µπορεί να γίνει αρνητικός. Πράγµατι, η νέα τιµή του n στην επόµενη επανάληψη

ϑα είναι m mod n, η οποία είναι πάντοτε µικρότερη από n. Εποµένως, η τιµή του

δεύτερου αριθµού του Ϲεύγους τελικά ϑα γίνει 0, οπότε ο αλγόριθµος περατώνεται.

΄Οπως συµβαίνει και µε πολλά άλλα προβλήµατα, υπάρχουν περισσότεροι του ενός

αλγόριθµοι για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη. Ας ϱίξουµε µια µατιά

στις άλλες δύο µεθόδους επίλυσης του προβλήµατος αυτού. Η πρώτη ϐασίζεται απλά

στον ορισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη των m και n, ως το µεγαλύτερο ακέραιο ο

οποίος διαιρεί ακριβώς τους ακέραιους αυτούς. Προφανώς, ο κοινός αυτός διαιρέτης

δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερος από το µικρότερο από τους δύο αριθµούς, τον οποίο

συµβολίζουµε t = min(m,n). Εποµένως, µπορούµε να ξεκινήσουµε ελέγχοντας εάν

ο t διαιρεί ακριβώς και τον m και τον n: εάν αυτό ισχύει, τότε ο t είναι η Ϲητούµενη

απάντηση. Εάν όχι, απλά µειώνουµε τον t κατά 1 και προσπαθούµε ξανά. (Πώς ξέρουµε

ότι αυτή η διαδικασία ϑα τερµατιστεί τελικά ;) Για παράδειγµα, για τους αριθµούς 60

και 24, ο αλγόριθµος ϑα δοκιµάσει πρώτα το 24, µετά το 23 και ούτω καθεξής, µέχρις

ότου ϕθάσει στο 12, οπότε και ϑα σταµατήσει.

Αλγόριθµος ελέγχου διαδοχικών ακέραιων για τον υπολογισµό του gcd(m,n)� Βήµα 1 Ανάθεσε την τιµή min(m,n) στον t.� Βήµα 2 ∆ιαίρεσε τον m µε τον t. Εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής είναι 0,

πήγαινε στο Βήµα 3. Αλλιώς, πήγαινε στο Βήµα 4.� Βήµα 3 ∆ιαίρεσε τον n µε τον t. Εάν το υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής είναι 0,

επέστρεψε την τιµή του t ως απάντηση και σταµάτησε. Αλλιώς, πήγαινε στο

Βήµα 4.� Βήµα 4 Μείωσε την τιµή του t κατά 1. Πήγαινε στο Βήµα 2.
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Παρατηρήστε ότι, σε αντίθεση µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη, αυτός ο αλγόριθµος,

µε τη µορφή που παρουσιάστηκε εδώ, δε δουλεύει σωστά, εάν ένας από τους αριθµούς

στην είσοδό του είναι µηδενικός. Το παράδειγµα αυτό καταδεικνύει πόσο σηµαντικός

είναι ο ξεκάθαρος και προσεκτικός καθορισµός του εύρους τιµών των εισόδων ενός

αλγορίθµου.

Η τρίτη διαδικασία για την εύρεση του µέγιστου κοινού διαιρέτη ϑα πρέπει να µας

είναι οικεία από τα µαθητικά µας χρόνια :

Μαθητικός αλγόριθµος για τον υπολογισµό του gcd(m,n)� Βήµα 1 Ανέλυσε τον m σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.� Βήµα 2 Ανέλυσε τον n σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.� Βήµα 3 Ταυτοποίησε όλους τους κοινούς παράγοντες στα γινόµενα των Βηµά-

των 1 και 2. Εάν ένας πρώτος παράγοντας επαναλαµβάνεται pm και pn ϕορές

στα αναπτύγµατα των m και n, αντίστοιχα, τότε αυτός ϑα πρέπει να επαναληφθεί

min(pm, pn) ϕορές.� Βήµα 4 Υπολόγισε το γινόµενο όλων των κοινών παραγόντων και επέστρεψε την

τιµή αυτή ως το µέγιστο κοινό διαιρέτη των m και n.

Εποµένως, για τους αριθµούς 60 και 24, έχουµε:

60 = 2· 2· 3· 5
24 = 2· 2· 2· 3

gcd(60, 24) = 2·2·3 =12.

Η νοσταλγία για την εποχή που µάθαµε αυτή τη µέθοδο, δεν ϑα πρέπει να µας

εµποδίσει από το να παραδεχθούµε ότι αυτή η διαδικασία είναι πιο πολύπλοκη και

πιο αργή από τον αλγόριθµο του Ευκλείδη. (Θα συζητήσουµε µεθόδους εύρεσης και

σύγκρισης των χρόνων εκτέλεσης των αλγορίθµων στο επόµενο Κεφάλαιο.) Επιπλέον

της κατώτερης αποδοτικότητας, η µαθητική διαδικασία δεν µπορεί να χαρακτηριστεί

ως αλγόριθµος, σύµφωνα µε τα κριτήρια που παραθέσαµε παραπάνω, στη µορφή που

την παρουσιάσαµε. Γιατί ; Ο λόγος είναι ότι τα ϐήµατα που αναφέρονται στην κα-

τασκευή των γινοµένων πρώτων παραγόντων, δεν έχουν οριστεί µε πλήρη σαφήνεια.

Απαιτούν µια λίστα από πρώτους αριθµούς και έχω ϐάσιµες υποψίες ότι ο δάσκαλός

σας ή ο καθηγητής σας δεν σας είχε διδάξει τον τρόπο να παράγετε µια τέτοια λίστα.

Αναµφίβολα συµφωνείτε ότι αυτό δεν είναι απλά µια ασήµαντη λεπτοµέρεια. Εάν δεν

ξεκαθαρίσουµε το σηµείο αυτό, δεν µπορούµε, για παράδειγµα, να γράψουµε ένα

πρόγραµµα υλοποίησης του αλγορίθµου αυτού. (Παρεπιπτόντως, ούτε το Βήµα 3 είναι

σαφώς ορισµένο. ΄Οµως, η ασάφειά του αντιµετωπίζεται πολύ πιο εύκολα, σε σύγκριση

µε τα ϐήµατα παραγοντοποίησης. Με ποιόν τρόπο ϑα ϐρίσκατε τα κοινά στοιχεία δύο

ταξινοµηµένων λιστών ;)



8 § 1.1. ΤΙ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ;

Ας εισάγουµε λοιπόν έναν απλό αλγόριθµο για την παραγωγή διαδοχικών πρώτων

αριθµών, οι οποίοι δεν ϑα υπερβαίνουν έναν δεδοµένο ακέραιο n. ΄Ενας τέτοιος αλ-

γόριθµος, ο οποίος εφευρέθη µάλλον στην αρχαία Ελλάδα, είναι γνωστός µε το όνοµα

κόσκινο του Ερατοσθένη (περ. 200 π.Χ.). Ο αλγόριθµος ξεκινά αρχικοποιώντας

µια λίστα υποψηφίων πρώτων αριθµών, µε διαδοχικούς ακέραιους από το 2 έως το n.

Κατόπιν, στην πρώτη επανάληψη, απαλείφει από τη λίστα όλα τα πολλαπλάσια του 2,

δηλαδή τα 4, 6 κλπ. Κατόπιν, προχωρά στην επόµενη τιµή της λίστας, τον αριθµό 3,

και απαλείφει τα πολλαπλάσιά του. (Σε αυτή την έκδοση άµεσης υλοποίησης (straight­

forward version), παρατηρείται µια καθυστέρηση, επειδή ορισµένοι αριθµοί, όπως π.χ.

ο 6, απαλείφονται περισσότερες από µία ϕορές.) ∆εν απαιτείται ξεχωριστό πέρασµα για

τον επόµενο του 3 ακέραιο, τον 4: εφόσον ο 4 και όλα τα πολλαπλάσιά του είναι και

πολλαπλάσια του 2, έχουν ήδη απαλοιφεί σε προηγούµενο πέρασµα. (Με παρόµοιους

συλλογισµούς, δεν χρειάζεται να λάβουµε υπόψη µας κανένα πολλαπλάσιο ενός ήδη

απαληφθέντος αριθµού.) Ο επόµενος µη-απαλειφθείς αριθµός στη λίστα, που ϑα χρη-

σιµοποιηθεί για ένα νέο πέρασµα, είναι ο 5. Ο αλγόριθµος προχωρά µε τον τρόπο αυτό,

µέχρις ότου να µη µποϱεί να γίνει άλλη απαλοιφή αριθµού από τη λίστα. Οι ακέραιοι

που παρέµειναν στη λίστα, είναι οι Ϲητούµενοι πρώτοι αριθµοί.

Ως παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε την εφαρµογή του αλγορίθµου στην εύρεση της

λίστας των πρώτων αριθµών, οι οποίοι δεν υπερβαίνουν τον n = 25:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

2 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

2 3 5 7 11 13 17 19 23 25

2 3 5 7 11 13 17 19 23

Για το συγκεκριµένο παράδειγµα, δεν απαιτούνται περισσότερα περάσµατα, επειδή

το µόνο που µπορεί να γίνει είναι να απαλοιφούν ξανά αριθµοί ήδη αποριφθέντες από

τα προηγούµενα περάσµατα του αλγορίθµου. Οι εναποµείναντες στη λίστα αριθµοί

είναι οι διαδοχικοί πρώτοι αριθµοί που είναι µικρότεροι ή ίσοι του 25.

Στη γενική περίπτωση, ποιός είναι ο µεγαλύτερος αριθµός, p, του οποίου τα πολ-

λαπλάσια ενδέχεται να παραµένουν στη λίστα ; Πριν απαντήσουµε στην ερώτηση αυτή,

ας σηµειώσουµε πρώτα ότι εάν ο p είναι ο αριθµός του οποίου τα πολλαπλάσια απαλεί-

ϕονται στο τρέχον πέρασµα, τότε το πρώτο πολλαπλάσιό του που χρειάζεται να ϑεωρή-

σουµε είναι το p · p, επειδή όλα τα µικρότερα πολλαπλάσια, 2p, 3p, . . . , (p− 1)p, έχουν

ήδη απαλοιφεί, σε προηγούµενα περάσµατα διαµέσου της λίστας. Αυτή η παρατήρηση

ϐοηθά να αποφύγουµε την απαλοιφή του ίδιου αριθµού, περισσότερες από µια ϕορές.

Προφανώς, ο p · p δεν ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτερος του n και εποµένως ο p δεν

µπορεί να υπερβαίνει τον
√

n, στρογγυλοποιηµένο στον προς τα κάτω ακέραιο (που τον

συµβολίζουµε ως ⌊√n⌋), χρησιµοποιώντας τη λεγόµενη συνάρτηση «πατώµατος» (floor

function). Στον ακόλουθο ψευδοκώδικα, υποθέτουµε ότι υπάρχει διαθέσιµη µια συ-

νάρτηση υπολογισµού του ⌊√n⌋: εναλλακτικά, µπορούµε να ελέγχουµε την ανισότητα

p · p ≤ n, ως συνθήκη τερµατισµού του ϐρόχου επανάληψης.
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Αλγόριθµος 1.1.2 : Sieve(n)

1 //Υλοποίηση του κόσκινου του Ερατοσθένη

2 //Είσοδος : ένας ακέραιος n ≥ 2
3 //΄Εξοδος : πίνακας L όλων των πρώτων αριθµών, ≤ n
4 for p← 2 to n do A[p]← p
5 for p← 2 to ⌊√n⌋ do { //βλ. παρατήρηση στα αµέσως προηγούµενα

6 if A[p] 6= 0 { //ο p δεν έχει απαλοιφεί από προηγούµενα περάσµατα

7 j ← p · p
8 while j ≤ n do {
9 A[j]← 0

10 j ← j + p
11 }
12 }
13 }
14 //αντιγραφή των εναποµεινάντων στοιχείων του A
15 // στον πίνακα L των πρώτων αριθµών

16 i← 0
17 for p← 2 to n do {
18 if A[p] 6= 0 {
19 L[i]← A[p]
20 i← i + 1
21 }
22 }
23 return L

Τώρα πλέον µπορούµε να ενσωµατώσουµε το κόσκινο του Ερατοσθένη στο µαθη-

τικό αλγόριθµο, για να πάρουµε έναν αποδεκτό αλγόριθµο για τον υπολογισµό του

µέγιστου κοινού διαιρέτη δύο ϑετικών ακεραίων. Παρατηρήστε ότι χρειάζεται ειδική

προσοχή, για την περίπτωση όπου ένας ή και οι δύο ακέραιοι ισούνται µε 1: επειδή

οι µαθηµατικοί δεν ϑεωρούν τη µονάδα ως πρώτο αριθµό, µε την αυστηρή έννοια του

ορισµού, η µέθοδος δεν δουλεύει για τέτοιες εισόδους.

Πριν ολοκληρώσουµε την παρούσα Ενότητα, σηµειώνουµε ένα ακόµη σχόλιο. Οι

περισσότεροι αλγόριθµοι που ϐρίσκονται σε χρήση σήµερα (εξαιρούνται τα παραδείγ-

µατα της Ενότητας αυτής)—ακόµη και αυτοί που είναι υλοποιηµένοι σε προγράµµατα

ηλεκτρονικών υπολογιστών—δεν ασχολούνται µε µαθηµατικά προβλήµατα. Μπορεί-

τε (και είναι καλό να το κάνετε αυτό) να ψάξετε γύρω σας για αλγόριθµους που µας

ϐοηθάνε στις καθηµερινές µας εργασίες, τόσο στη δουλειά, όσο και στην προσωπική

µας Ϲωή. Ας είναι αυτή η αφάνεια των αλγορίθµων στην εποχή που Ϲούµε, το έναυ-

σµα για να ϑελήσετε να µάθετε περισσότερα σχετικά µε αυτές τις µηχανές παραγωγής

πληροφορίας στην εποχή της πληροφορικής.



10 § 1.1. ΤΙ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ;

Ασκήσεις 1.1
1. Αναζητήστε πληροφορίες για τον al­Khorezmi (αλλιώς al­Khwarizmi), τον άνθρω-

πο από το όνοµα του οποίου προήλθε ο όρος «αλγόριθµος». Επίσης, προσπαθήστε

να ϐρείτε τα κοινά σηµεία των ϱιζών των λέξεων «αλγόριθµος» και «άλγεβρα».

2. Με δεδοµένο ότι ο ϑεσµικός στόχος του Αµερικάνικου Συστήµατος Ευρεσιτεχνί-

ας (US Patent Sustem) είναι η προαγωγή και ανάπτυξη των «χρήσιµων τεχνών»

(‘‘useful arts’’), πιστεύετε ότι οι αλγόριθµοι επιδέχονται δικαιώµατα ευρεσιτεχνί-

ας, στη χώρα αυτή ; Πώς ϑα πρέπει να ϱυθµιστεί, κατά τη γνώµη σας, το ϑέµα

αυτό ;

3. (α΄) Καταγράψτε οδηγίες πλοήγησης από το σχολείο/εκπαιδευτήριο/Πανεπι-

στήµιό σας στο σπίτι σας, µε την απαιτούµενη ακρίβεια ενός αλγορίθµου.

(ϐ΄) Καταγράψτε µια συνταγή παρασκευής ενός αγαπηµένου σας ϕαγητού, µε

την απαιτούµενη ακρίβεια ενός αλγορίθµου.

4. Σχεδιάστε έναν αλγόριθµο για τον υπολογισµό του ⌊√n⌋, για κάθε ϑετικό ακέραιο

n. Εκτός από την εντολή ανάθεσης τιµής και την εντολή σύγκρισης, ο αλγόριθµός

σας επιτρέπεται να χρησιµοποιήσει µόνο τις 4 ϐασικές αριθµητικές πράξεις.

5. (α΄) Βρείτε τον gcd(31415, 14142), µε εφαρµογή του αλγορίθµου του Ευκλείδη.

(ϐ΄) Εκτιµήστε πόσες ϕορές γρηγορότερος είναι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη,

στην εύρεση του gcd(31415, 14142), από τον αλγόριθµο που ϐασίζεται στον

έλεγχο διαδοχικών ακέραιων, από τον min(m,n) και προς τα κάτω, έως τον

gcd(m,n).

6. Να αποδείξετε την ταυτότητα gcd(m,n) = gcd(n,m mod n), για κάθε Ϲεύγος

ϑετικών ακέραιων αριθµών m και n.

7. Ποιά είναι η συµπεριφορά του αλγορίθµου του Ευκλείδη για ένα Ϲεύγος αριθ-

µών, στο οποίο ο πρώτος αριθµός είναι µικρότερος του δεύτερου ; Ποιός είναι

ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων που αυτό είναι δυνατό να συµβεί, κατά τη

διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου, µε µια τέτοια αρχική είσοδο ;

8. (α΄) Ποιός είναι ο ελάχιστος αριθµός διαιρέσεων που γίνονται από τον αλγόριθµο

του Ευκλείδη, για κάθε δυνατή είσοδο στο διάστηµα 1 ≤ m,n ≤ 10;

(ϐ΄) Ποιός είναι ο µέγιστος αριθµός διαιρέσεων που γίνονται από τον αλγόριθµο

του Ευκλείδη, για κάθε δυνατή είσοδο στο διάστηµα 1 ≤ m,n ≤ 10;

9. (α΄) Ο αλγόριθµος του Ευκλείδη, όπως παρουσιάζεται στα Στοιχεία, χρησιµο-

ποιεί αφαιρέσεις, αντί της ακέραιας διαίρεσης. Γράψτε έναν ψευδοκώδικα

για αυτή την έκδοση του αλγορίθµου του Ευκλείδη.
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(ϐ΄) Το παιχνίδι του Ευκλείδη (Euclid’s game) (ϐλ. [6]) ξεκινά µε την ανα-

γραφή δύο διαφορετικών µεταξύ τους ϑετικών ακέραιων, ως κεφαλές σε δύο

στήλες. Κάθε παίκτης παίζει µε τη σειρά του. Σε κάθε κίνηση, ο παίκτης

πρέπει να γράψει στη στήλη του έναν ϑετικό αριθµό, ίσο µε τη διαφορά

δύο ήδη υπαρχόντων στον πίνακα αριθµών. Αυτός ο αριθµός ϑα πρέπει να

είναι καινούριος, να µην έχει ξαναεµφανιστεί στον πίνακα. Ο παίκτης που

αδυνατεί να γράψει έναν νέο αριθµό, χάνει το παιχνίδι. Θα διαλέγατε την

αρχική κίνηση σε αυτό το παιχνίδι, ή ϑα προτιµούσατε τη δεύτερη ;

10. Ο επαυξηµένος αλγόριθµος του Ευκλείδη (extended Euclid’s algorithm) κα-

ϑορίζει όχι µόνο τον µέγιστο κοινό διαιρέτη d δύο ϑετικών ακέραιων m και n,

αλλά επίσης και δύο ακέραιους (όχι αναγκαστικά ϑετικούς), x και y, τέτοιους

ώστε mx + ny = d.

(α΄) Αναζητήστε µια περιγραφή του επαυξηµένου αλγορίθµου του Ευκλείδη (ϐλ.

π.χ. [7], σελ 13) και υλοποιήστε τον σε µια γλώσσα της αρεσκείας σας.

(ϐ΄) Τροποποιήστε το πρόγραµµά σας αυτό, ώστε να ϐρίσκει λύσεις στη ∆ιοφα-

ντική εξίσωση αx + βy = c, για οποιοδήποτε σύνολο ακέραιων συντελεστών

α, β και c.

11. Πόρτες ντουλαπιών (locker doors) Υπάρχουν n ντουλάπια σε έναν προθάλα-

µο, διαδοχικά αριθµηµένα από 1 έως και n. Αρχικά οι πόρτες των ντουλαπιών

είναι όλες κλειστές. Πραγµατοποιούµε n περάσµατα, ξεκινώντας κάθε ϕορά από

το ντουλάπι #1. Στο i-οστό πέρασµα, i = 1, 2, . . . , n, αλλάζουµε την κατάσταση

(toggle) κάθε i-οστής πόρτας ντουλαπιού: εάν η πόρτα είναι ανοικτή, την κλείνου-

µε. Εάν είναι κλειστή, την ανοίγουµε. Για παράδειγµα, µετά το πρώτο πέρασµα,

κάθε πόρτα είναι ανοιχτή. Στο δεύτερο πέρασµα πειράζουµε µόνο τα άρτια αριθ-

µηµένα ντουλάπια (#2,#4 . . .), οπότε µετά το δεύτερο πέρασµα οι άρτιες πόρτες

είναι κλειστές και οι περιττές ανοιχτές. Την τρίτη ϕορά, κλείνουµε την πόρτα του

ντουλαπιού #3 (που είχε ανοίξει στο πρώτο πέρασµα), ανοίγουµε την #6 (που

είχαµε κλείσει στο δεύτερο πέρασµα) κλπ. Μετά το τελευταίο πέρασµα, ποιές και

πόσες πόρτες είναι ανοιχτές ή κλειστές ;

1.2 Βασικες Εννοιες Αλγοριθµικης Επιλυσης Προβληµατων

Ας ξεκινήσουµε επαναλαµβάνοντας ένα σηµαντικό σηµείο, το οποίο αναφέραµε στην

εισαγωγή του ϐιβλίου :



12 § 1.2. ΑΛΓΟΡΙΘΜΙΚΗ – ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε τους αλγόριθµους ως διαδικαστικές λύ-
σεις (procedural solutions) για διάφορα προβλήµατα.

Οι λύσεις αυτές δεν αποτελούν απαντήσεις, αλλά ειδικές εντολές για τη λήψη απα-

ντήσεων. Αυτή η έµφαση στις επακριβώς καθορισµένες κατασκευαστικές διαδικασίες,

είναι που κάνει την επιστήµη των υπολογιστών να ξεχωρίζει από όλες τις άλλες τέχνες

και επιστήµες. Συγκεκριµένα, έτσι ξεχωρίζει από τα ϑεωρητικά µαθηµατικά, όπου οι

ϑεωρητικοί µαθηµατικοί είναι τυπικά εντάξει εάν αποδείξουν απλά την ύπαρξη µιας

λύσης σε ένα πρόβληµα και, πιθανώς, εξερευνήσουν τις ιδιότητες της λύσης αυτής.

Παραθέτουµε τώρα (και συζητούµε εν συντοµία) την ακολουθία των ϐηµάτων που

συνήθως υλοποιούµε, κατά τη σχεδίαση και την ανάλυση ενός αλγορίθµου (ϐλ. Σχή-

µα 1.2).

Σχήµα 1.2: ∆ιαδικασία σχεδίασης και ανάλυσης ενός αλγορίθµου.

1.2.1 Κατανόηση του Προβλήµατος

Από πρακτική σκοπιά, το πρώτο πράγµα που πρέπει να κάνετε, πριν σχεδιάσετε έναν

αλγόριθµο, είναι να κατανοήσετε πλήρως το δεδοµένο πρόβληµα. ∆ιαβάστε την περι-
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γραφή του προβλήµατος προσεκτικά και Ϲητήστε διευκρινίσεις, εάν υπάρχουν απορί-

ες σχετικά µε το πρόβληµα, δουλέψτε χειροκίνητα µερικά µικρά παραδείγµατά του,

σκεφτείτε κάποιες ειδικές περιπτώσεις και ϱωτήστε πάλι, εάν κάτι δεν είναι πλήρως

κατανοητό.

Υπάρχουν µερικοί τύποι προβληµάτων, τα οποία εµφανίζονται αρκετά συχνά σε

υπολογιστικές εφαρµογές. Τους συζητούµε στην επόµενη Ενότητα. Εάν το συγκε-

κριµένο πρόβληµα ανήκει σε έναν από αυτούς, ενδέχεται να είστε σε ϑέση να χρησι-

µοποιήσετε έναν γνωστό αλγόριθµο για να το επιλύσετε. Προφανώς, είναι χρήσιµο να

γνωρίζετε το πώς ακριβώς δουλεύει ένας τέτοιος αλγόριθµος, ποιά είναι τα δυνατά και

τα αδύνατά του σηµεία, ιδιαίτερα εάν ϑα πρέπει να επιλέξετε µεταξύ εναλλακτικών αλ-

γορίθµων. Πολλές ϕορές όµως, δεν ϑα ϐρείτε έναν άµεσα διαθέσιµο αλγόριθµο και ϑα

πρέπει να σχεδιάσετε έναν δικό σας. Η ακολουθία των ϐηµάτων που περιγράφεται στην

Ενότητα αυτή ϑα σας ϐοηθήσει σε αυτό το συναρπαστικό, αλλά όχι πάντα εύκολο, έργο.

Μια είσοδος σε έναν αλγόριθµο καθορίζει µια έκφανση (instance) του προβλή-

µατος που προσπαθεί να λύσει ο αλγόριθµος. Ο επακριβής καθορισµός του εύρους

εκφάνσεων που απαιτούµε από τον αλγόριθµο να χειριστεί, είναι Ϲωτικής σηµασίας.

(Ως παράδειγµα αυτού, ϑυµηθείτε τις διαφορές στο εύρος των εκφάνσεων για τους τρεις

αλγόριθµους υπολογισµού του µέγιστου κοινού διαιρέτη, τους οποίους συζητήσαµε

στην προηγούµενη Ενότητα.) Εάν δεν γίνει επακριβής καθορισµός, ο αλγόριθµος εν-

δέχεται να δουλεύει σωστά για την πλειονότητα των εισόδων του, αλλά να παρουσιάζει

πρόβληµα (crash) σε ορισµένες «οριακές» περιπτώσεις. Θυµηθείτε ότι σωστός αλγόριθ-

µος δεν είναι αυτός που δουλεύει καλά στις περισσότερες των περιπτώσεων, αλλά αυτός

που δουλεύει καλά για όλες τις αποδεκτές εισόδους.

Μην παραβλέπετε αυτό το πρώτο ϐήµα της διαδικασίας αλγοριθµικής επίλυσης ενός

προβλήµατος : εάν το κάνετε, διατρέχετε τον κίνδυνο να ξαναδουλέψετε από την αρχή

τον αλγόριθµό σας.

1.2.2 Καθορίζοντας τις ∆υνατότητες µιας Υπολογιστικής Συσκευής

Από τη στιγµή που κατανοήσετε πλήρως ένα πρόβληµα, ϑα πρέπει να καθορίσετε τις

δυνατότητες της υπολογιστικής συσκευής, για την οποία προορίζεται ο αλγόριθµος. Η

συντριπτική πλειοψηφία των αλγορίθµων που ϐρίσκονται σήµερα σε χρήση εξακολου-

ϑούν να είναι σχεδιασµένοι για προγραµµατισµό και εκτέλεση σε έναν υπολογιστή, ο

οποίος λειτουργεί ως µια µηχανή von Neumann—ένας τύπος αρχιτεκτονικής υπολο-

γιστών εµπνευσµένη από τον µεγάλο Ουγγρο-Αµερικάνο µαθηµατικό John von Neu­

mann (1903–1957), σε συνεργασία µε τους A.Burks και H. Goldstine, στα 1946. Η

ουσία της αρχιτεκτονικής αυτής αναφέρεται στη λεγόµενη µηχανή τυχαίας προσπέ-

λασης (random­access machine, RAM). Η κεντρική της υπόθεση είναι ότι οι εντολές

εκτελούνται η µια µετά την άλλη, επιτελώντας µία λειτουργία κάθε ϕορά. Ως επακόλου-

ϑο, οι αλγόριθµοι που σχεδιάζονται για εκτέλεση σε τέτοιου είδους µηχανές ονοµάζονται

ακολουθιακοί αλγόριθµοι (sequential algorithms).
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Η κεντρική υπόθεση του µοντέλου RAM δεν ισχύει για µερικούς νεότερους υπο-

λογιστές, οι οποίοι εκτελούν παράλληλα διάφορες λειτουργίες. Οι αλγόριθµοι που

εκµεταλλεύονται αυτή τη δυνατότητα, ονοµάζονται παράλληλοι αλγόριθµοι (parallel

algorithms). Παρόλα αυτά, η µελέτη των κλασικών τεχνικών σχεδίασης και ανάλυ-

σης αλγορίθµων, σύµφωνα µε το µοντέλο RAM, παραµένει ο ακρογωνιαίος λίθος της

αλγοριθµικής, τουλάχιστον για το ορατό µέλλον.

Θα πρέπει να αποτελεί αντικείµενο προβληµατισµού σας η ταχύτητα και το µέγεθος

της µνήµης του υπολογιστή που έχετε στη διάθεσή σας ; Εάν σχεδιάζετε έναν αλγόριθµο

ως επιστηµονική άσκηση, η απάντηση είναι ένα ξεκάθαρο «όχι». ΄Οπως ϑα δείτε στην

Ενότητα 2.1, οι περισσότεροι επιστήµονες της πληροφορικής προτιµούν να µελετούν

αλγόριθµους µε όρους ανεξάρτητους του καθορισµού διαφόρων παραµέτρων για κά-

ποιους συγκεκριµένους υπολογιστές. Εάν σχεδιάζετε έναν αλγόριθµο ως ένα πρακτικό

εργαλείο, η απάντηση ενδέχεται να εξαρτάται από το πρόβληµα που έχετε να λύσετε.

Ακόµη και οι «αργοί» σύγχρονοι υπολογιστές, είναι απίθανα γρήγοροι. Συνεπώς, σε

πολλές περιπτώσεις, δεν χρειάζεται να ανησυχείτε για το εάν ένας υπολογιστής είναι

αργός για τη συγκεκριµένη εργασία. Υπάρχουν όµως και σηµαντικά προβλήµατα, τα

οποία εκ ϕύσεως είναι πολύ περίπλοκα, πρέπει να επεξεργαστούν τεράστιο όγκο δε-

δοµένων, ή ασχολούνται µε εφαρµογές όπου ο χρόνος είναι ο κρίσιµος παράγων. Σε

τέτοιες περιπτώσεις, είναι ϐεβαίως αναγκαίο να γνωρίζουµε τις επιδόσεις σε ταχύτητα

και µνήµη του συγκεκριµένου υπολογιστικού συστήµατος που ϑα χρησιµοποιήσουµε.

1.2.3 Επιλογή Μεταξύ Ακριβούς και Προσεγγιστικής Επίλυσης του Προ-

ϐλήµατος

Η επόµενη ουσιώδης επιλογή είναι να αποφασίσουµε εάν ϑα λύσουµε επακριβώς το

πρόβληµα, ή ϑα ϐρούµε κατά προσέγγιση τη λύση του. Στην πρώτη περίπτωση, ο

αλγόριθµος καλείται ακριβής αλγόριθµος (exact algorithm). Στη δεύτερη, καλείται

προσεγγιστικός αλγόριθµος (approximation algorithm). Για ποιό λόγο ϑα αποφάσι-

Ϲε κάποιος υπέρ ενός προσεγγιστικού αλγορίθµου ; Κατά πρώτον, υπάρχουν σηµαντικά

προβλήµατα που απλά δεν µπορούν να λυθούν επακριβώς, για την πλειονότητα των εκ-

ϕάνσεών τους : τέτοια παραδείγµατα αποτελούν η εξαγωγή τετραγωνικών ϱιζών, η επί-

λυση µη-γραµµικών εξισώσεων, καθώς και ο υπολογισµός ορισµένων ολοκληρωµάτων

(definite integrals). Κατά δεύτερον, οι υπάρχοντες αλγόριθµοι για την επακριβή επί-

λυση ενός προβλήµατος ενδέχεται να είναι απαράδεκτα αργοί, εξαιτίας της ενδογενούς

πολυπλοκότητας του προβλήµατος. Αυτό συµβαίνει, συγκεκριµένα, σε προβλήµατα τα

οποία εµπλέκουν έναν πολύ µεγάλο αριθµό επιλογών : ϑα συναντήσουµε παραδείγµα-

τα τέτοιων προβληµάτων στα Κεφάλαια 3, 11 και 12. Και τρίτον, ένας προσεγγιστικός

αλγόριθµος µπορεί να αποτελεί µέρος ενός πιο εξεζητηµένου αλγορίθµου, ο οποίος

επιλύει επακριβώς το πρόβληµα.
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1.2.4 Επιλογή των Κατάλληλων ∆οµών ∆εδοµένων

Ορισµένοι αλγόριθµοι δεν απαιτούν ιδιαίτερο προβληµατισµό, όσον αφορά την αναπαρά-

σταση των εισόδων τους. Ορισµένοι άλλοι, όµως, οφείλουν την ίδια τους την ύπαρξη

σε µια τέτοια έξυπνη χρήση συγκεκριµένων δοµών δεδοµένων. Επιπλέον, µερικές

από τις τεχνικές σχεδίασης αλγορίθµων που ϑα συζητήσουµε στα Κεφάλαια 6 και 7,

εξαρτώνται σε µεγάλο ϐαθµό από τη δόµηση (structuring) ή την αναδόµηση (restruc­

turing) των δεδοµένων που καθορίζουν µια έκφανση ενός προβλήµατος. Αρκετά χρόνια

πριν, ένα ϐιβλίο που άσκησε µεγάλη επιρροή, δήλωνε εµφατικά αυτή τη ϑεµελειώδη

σηµασία των αλγορίθµων και των δοµών δεδοµένων, για τον προγραµµατισµό των υπο-

λογιστών, ακόµη και στον τίτλο του: Αλγόριθµοι + ∆οµές ∆εδοµένων = Προγράµµατα

[8]. Στη σύγχρονη εποχή του αντικειµενοστραφούς προγραµµατισµού, οι δοµές δεδο-

µένων παραµένουν Ϲωτικής σηµασίας για την ανάλυση και τη σχεδίαση αλγορίθµων.

Αναφέρουµε συνοπτικά τις ϐασικές δοµές δεδοµένων στην Ενότητα 1.4.

1.2.5 Τεχνικές Σχεδίασης Αλγορίθµων

Τώρα πλέον, µε όλα τα απαραίτητα εφόδια για την αλγοριθµική επίλυση προβληµάτων

στα χέρια σας, πώς µπορείτε να σχεδιάσετε έναν αλγόριθµο, για να λύσετε ένα δεδοµένο

πρόβληµα ; Αυτή είναι η κεντρική ερώτηση, στην οποία αποσκοπεί να απαντήσει το

ϐιβλίο αυτό, προσπαθώντας να σας διδάξει µερικές γενικές τεχνικές σχεδίασης.

Τί είναι λοιπόν µια τεχνική σχεδίασης αλγορίθµων ;

Μια τεχνική σχεδίασης αλγορίθµων (algorithm design techni­

que), ή «στρατηγική», ή «υπόδειγµα», είναι µια γενική προσέγγιση

επίλυσης προβληµάτων µε αλγοριθµικό τρόπο, η οποία εφαρµόζεται

σε µια ευρεία ποικιλία προβληµάτων που ανακύπτουν σε διάφορους

τοµείς της επιστήµης της πληροφορικής.

Μια µατιά στον πίνακα περιεχοµένων του ϐιβλίου αυτού ϑα σας πείσει ότι στην

πλειοψηφία τους τα Κεφάλαιά του είναι αφιερωµένα σε ξεχωριστές, επιµέρους τεχνικές

σχεδίασης. Καθεµιά τους είναι το απόσταγµα ορισµένων ϐασικών ιδεών που αποδεί-

χθηκαν χρήσιµες στη σχεδίαση αλγορίθµων. Η εκµάθηση των τεχνικών αυτών είναι

κεφαλαιώδους σηµασίας, για τους εξής λόγους :

Κατά πρώτον, παρέχουν καθοδήγηση στη σχεδίαση αλγορίθµων για καινούρια προ-

ϐλήµατα, δηλαδή για τα οποία δεν υπάρχει κανένας γνωστός ικανοποιητικός αλγό-

ϱιθµος. Εποµένως—για να παραφράσουµε κάποια σοφά λόγια—η εκµάθηση τέτοιων

τεχνικών είναι σα να µαθαίνουµε να ψαρεύουµε, αντί να αρκεστούµε στα ψάρια που

κάποιος µας έδωσε. ∆εν περιµένουµε, ϕυσικά, ότι καθεµιά από αυτές τις γενικές τεχνι-

κές ϑα µπορεί να εφαρµοστεί επιτυχώς σε κάθε πρόβληµα που ϑα συναντήσετε. Αυτές

οι τεχνικές όµως, ϑεωρούµενες όλες µαζί, αποτελούν όντως µια ισχυρή συλλογή ερ-

γαλείων, των οποίων ϑα εκτιµήσετε την αξία και ϑα τις ϐρείτε ιδιαίτερα χρήσιµες, στη
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διάρκεια των σπουδών σας και στις δουλειές σας, αργότερα.

Κατά δεύτερον, οι αλγόριθµοι αποτελούν τον ακρογωνιαίο λίθο της επιστήµης της

πληροφορικής. Κάθε επιστήµη επιδιώκει να κατηγοριοποιήσει τα κύρια γνωστικά της

αντικείµενα και η πληροφορική δεν αποτελεί εξαίρεση. Οι τεχνικές σχεδίασης αλγορίθ-

µων καθιστούν δυνατή την κατηγοριοποίηση των αλγορίθµων, ανάλογα µε τις ενυπάρ-

χουσες σχεδιαστικές ιδέες : µπορούν εποµένως µε ϕυσιολογικό τρόπο να χρησιµοποιη-

ϑούν τόσο για κατηγοριοποίηση, όσο και για µια σε ϐάθος µελέτη των αλγορίθµων.

1.2.6 Μέθοδοι Καθορισµού Ενός Αλγορίθµου

΄Εχοντας σχεδιάσει έναν αλγόριθµο, ϑα πρέπει να τον καθορίσετε µε κάποιο τρόπο.

Στην Ενότητα 1.1, για παράδειγµα, περιγράψαµε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη µε λό-

για (σε µια ελεύθερη διατύπωση και σε µια µορφή ϐήµα-προς-ϐήµα), καθώς και µε

ψευδοκώδικα. Αυτές είναι και οι πλέον συνήθεις επιλογές σήµερα για τον καθορισµό

αλγορίθµων.

Η χρήση της ϕυσικής γλώσσας είναι ιδιαίτερα ϐολική, σε πολλές περιπτώσεις :

όµως, η ενδογενής αµφισηµία οποιασδήποτε ϕυσικής γλώσσας καθιστά την ξεκάθα-

ϱη και επακριβή περιγραφή των αλγορίθµων ένα εκπληκτικά δύσκολο έργο. Παρόλα

αυτά, το να µπορούµε να περιγράψουµε έναν αλγόριθµο, έστω και σε µια ϕυσική γλώσ-

σα, είναι µια σηµαντική δεξιότητα, την οποία ϑα πρέπει να επιδιώξετε να αναπτύξετε,

κατά τη διαδικασία της εκµάθησης αλγορίθµων.

Ο ψευδοκώδικας (pseudocode) είναι ένα µίγµα ϕυσικής γλώσσας και δοµών έκ-

ϕρασης που συναντάµε στις γλώσσες προγραµµατισµού. ΄Ενας ψευδοκώδικας είναι

συνήθως σαφέστερος από την αντίστοιχη περιγραφή σε ϕυσική γλώσσα και η χρήση

του οδηγεί πολλές ϕορές σε ευκρινέστερη διατύπωση των αλγοριθµικών περιγραφών.

Κάτι που προκαλεί έκπληξη, είναι το γεγονός ότι οι πληροφορικοί δεν έχουν συµφω-

νήσει σε µια αποδεκτή µορφή ψευδοκώδικα, µε αποτέλεσµα οι συγγραφείς διδακτικών

εγχειριδίων να σχεδιάζουν τις δικές τους «διαλέκτους». Ευτυχώς όµως, αυτές οι διά-

λεκτοι είναι τόσο κοντά µεταξύ τους, που η εξοικείωση µε µια οποιαδήποτε σύγχρονη

γλώσσα προγραµµατισµού επιτρέπει την κατανόηση οποιασδήποτε από αυτές.

Η διάλεκτος του ϐιβλίου επιλέχθηκε µε κριτήριο την ελαχιστοποίηση της δυσκολίας

κατανόησης από τον αναγνώστη. Για λόγους απλότητας, παραλείπουµε τις δηλώσεις των

µεταβλητών και χρησιµοποιούµε τη στοίχιση του κώδικα (indentation) για να δείξουµε

την εµβέλεια των µεταβλητών, σε δοµές όπως οι for, if και while. ΄Οπως παρατηρήσατε

στην προηγούµενη Ενότητα, χρησιµοποιούµε το αριστερό ϐέλος (←) για τη λειτουργία

ανάθεσης τιµής και τις δύο καθέτους (//) για σχόλια της µιας γραµµής κώδικα.

Στην πρώιµη εποχή των υπολογιστών, το κυρίαρχο µέσο για τον καθορισµό των

αλγορίθµων ήταν το διάγραµµα ϱοής (flowchart ), µια µέθοδος έκφρασης του αλγο-

ϱίθµου µέσω µιας συλλογής συνδεδεµένων γεωµετρικών σχηµάτων, τα οποία περιείχαν

περιγραφές των ϐηµάτων του αλγορίθµου. Αυτή η τεχνική αναπαράστασης αποδείχθη-

κε άβολη για το σύνολο σχεδόν των αλγορίθµων, εκτός των πλέον απλών. Σήµερα, τα
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διαγράµµατα ϱοής τα συναντούµε µόνο σε παλαιά ϐιβλία αλγορίθµων.

Η τρέχουσα τεχνολογία αιχµής στους υπολογιστές δεν έχει ϕτάσει ακόµη στο σηµείο

όπου να είµαστε σε ϑέση να τροφοδοτήσουµε µια περιγραφή ενός αλγορίθµου (είτε

σε ϕυσική γλώσσα, είτε σε ψευδοκώδικα), απευθείας σε έναν ηλεκτρονικό υπολογι-

στή. Αντί για αυτό, απαιτείται η µετατροπή σε ένα πρόγραµµα υπολογιστή, γραµµένο

σε κάποια καθορισµένη γλώσσα προγραµµατισµού. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ένα

τέτοιο πρόγραµµα ως µια ακόµη µέθοδο καθορισµού του αλγορίθµου, αν και είναι

προτιµότερο να το ϑεωρήσουµε ως µια υλοποίηση του αλγορίθµου αυτού.

1.2.7 Απόδειξη της Ορθότητας ενός Αλγορίθµου

Από τη στιγµή που ένας αλγόριθµος έχει καθοριστεί, ϑα πρέπει να αποδείξετε την ορθό-

τητά του (correctness). ∆ηλαδή, ϑα πρέπει να αποδείξετε ότι ο αλγόριθµος παράγει το

απαιτούµενο αποτέλεσµα, για κάθε αποδεκτή είσοδο, σε πεπερασµένο χρόνο. Για πα-

ϱάδειγµα, η ορθότητα του αλγορίθµου του Ευκλείδη για τον υπολογισµό του µέγιστου

κοινού διαιρέτη, έπεται από την ορθότητα της ταυτότητας gcd(m,n) = gcd(n,m mod n)
(η οποία, µε τη σειρά της, χρειάζεται να αποδειχθεί· ϐλ. Πρόβληµα 6 στις Ασκήσεις 1.1),

την απλή παρατήρηση ότι ο δεύτερος από αυτούς τους αριθµούς γίνεται µικρότερος σε

κάθε επανάληψη του αλγορίθµου και από το γεγονός ότι ο αλγόριθµος σταµατά, όταν

ο δεύτερος αριθµός γίνει µηδέν.

Για µερικούς αλγόριθµους, η απόδειξη της ορθότητάς τους είναι αρκετά εύκολη· για

άλλους, ενδέχεται να είναι υπερβολικά πολύπλοκη. Μια συνηθισµένη µέθοδος απόδει-

ξης της ορθότητας είναι η χρήση της µαθηµατικής επαγωγής, επειδή οι επαναλήψεις

µιας διαδικασίας του αλγορίθµου µπορούν µε ϕυσιολογικό τρόπο να ϑεωρηθούν ως

µια ακολουθία ϐηµάτων, όπως αυτά που απαιτούνται από την επαγωγή. Αξίζει να ση-

µειώσουµε ότι ενώ η παρακολούθηση ϐήµα-προς-ϐήµα (tracing) της απόδοσης ενός

αλγορίθµου για κάποιες συγκεκριµένες εισόδους µπορεί να είναι µια διαδικασία από

την οποία ϑα αποκοµίσουµε πολλά οφέλη, αυτή εν τούτοις δεν αποδεικνύει οριστικά

την ορθότητα του αλγορίθµου. Από την άλλη µεριά, για να δείξετε ότι ένας αλγόριθµος

είναι λανθασµένος, αρκεί να ϐρείτε µία µόνο έκφανση της εισόδου του, για την οποία ο

αλγόριθµος αποτυγχάνει. Εάν ο αλγόριθµος αποδειχθεί λανθασµένος, ϑα πρέπει είτε

να τον ξανασχεδιάσετε, χρησιµοποιώντας και πάλι ως ϐάση τις ήδη ληφθείσες αποφά-

σεις, όσον αφορά τις δοµές δεδοµένων, την τεχνική σχεδίασης κλπ., είτε, σε µια πιο

δραµατική τροπή, να αναθεωρήσετε µία ή περισσότερες από τις αποφάσεις αυτές (ϐλ.

Σχήµα 1.2).

Η έννοια της ορθότητας των προσεγγιστικών αλγορίθµων είναι λιγότερο άµεση, από

αυτή για τους επακριβείς αλγόριθµους. Για έναν προσεγγιστικό αλγόριθµο, µας αρκεί

συνήθως να είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε ότι το λάθος που παρήχθη από τον αλ-

γόριθµο, δεν υπερβαίνει µια προκαθορισµένη τιµή. Παραδείγµατα τέτοιας µελέτης ϑα

ϐρείτε στο Κεφάλαιο 12.
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1.2.8 Ανάλυση ενός Αλγορίθµου

Συνήθως επιδιώκουµε οι αλγόριθµοί µας να διαθέτουν ορισµένα χαρακτηριστικά. Μετά

την ορθότητα, το πλέον σηµαντικό από αυτά είναι η αποδοτικότητά του. Στην πραγµα-

τικότητα, υπάρχουν δύο είδη αποδοτικότητας : η χρονική και η χωρική. Η χρονική

αποδοτικότητα (time efficiency) δείχνει το πόσο γρήγορα «τρέχει» ένας αλγόριθµος.

Η χωρική αποδοτικότητα (space efficiency) δείχνει πόσο επιπλέον µνήµη απαιτεί ο

αλγόριθµος. Στο Κεφάλαιο 2 αναπτύσσουµε ένα γενικό πλαίσιο, καθώς και επιµέρους

τεχνικές, για την ανάλυση της αποδοτικότητας ενός αλγορίθµου.

΄Ενα άλλο επιθυµητό χαρακτηριστικό ενός αλγορίθµου είναι η απλότητά του (sim­

plicity). Σε αντίθεση µε την αποδοτικότητα, η οποία µπορεί να οριστεί επακριβώς και

να διερευνηθεί µε την ανάλογη µαθηµατική αυστηρότητα, η απλότητα, όπως η οµορ-

ϕιά, είναι σε σηµαντικό ϐαθµό ϑέµα υποκειµενικής ϑεώρησης. Για παράδειγµα, οι

περισσότεροι άνθρωποι ϑα συµφωνούσαν ότι ο αλγόριθµος του Ευκλείδη είναι απλού-

στερος από τη µαθητική διαδικασία για τον υπολογισµό του gcd(m,n), αλλά δεν είναι

ξεκάθαρο εάν ο αλγόριθµος του Ευκλείδη είναι απλούστερος και από τον αλγόριθµο

διαδοχικού ελέγχου ακεραίων. Παρόλα αυτά, η απλότητα είναι ένα σηµαντικό χα-

ϱακτηριστικό και αξίζει να προσπαθήσουµε για την ύπαρξή του στον αλγόριθµό µας.

Γιατί ; Επειδή οι απλοί αλγόριθµοι είναι ευκολότεροι στην κατανόησή τους και στον

προγραµµατισµό τους. Συνεπώς, τα προκύπτοντα προγράµµατα περιέχουν συνήθως

λιγότερα σφάλµατα (bugs). Υπάρχει επίσης και η αδιαφιλονίκητη αισθητική της απλό-

τητας. Μερικές ϕορές, οι απλούστεροι αλγόριθµοι είναι και πιο αποδοτικοί, σε σχέση

µε πιο σύνθετες εναλλακτικές επιλογές. ∆υστυχώς όµως, αυτό δεν ισχύει πάντοτε, οπότε

στην περίπτωση αυτή ϑα πρέπει να γίνει ένας προσεκτικός συµβιβασµός.

΄Ενα ακόµη επιθυµητό χαρακτηριστικό ενός αλγορίθµου είναι η γενικότητά του

(generality). Υπάρχουν, στην πραγµατικότητα, δύο ϑέµατα εδώ: η γενικότητα του

προβλήµατος που επιλύει ο αλγόριθµος και το εύρος εισόδων που αυτός επιδέχεται. Για

το πρώτο, παρατηρήστε ότι είναι µερικές ϕορές ευκολότερη η σχεδίαση ενός αλγορίθµου

για ένα πρόβληµα, το οποίο τίθεται µε γενικότερους όρους. Θεωρήστε, για παράδειγµα,

το πρόβληµα του καθορισµού εάν δύο ακέραιοι είναι πρώτοι µεταξύ τους, δηλαδή

ο µόνος κοινός τους διαιρέτης είναι η µονάδα. Είναι ευκολότερη η σχεδίαση ενός

αλγορίθµου για ένα πιο γενικό πρόβληµα, αυτό του υπολογισµού του µέγιστου κοινού

διαιρέτη δύο ακεραίων και, για την επίλυση του αρχικού προβλήµατος, να ελέγξουµε

απλά εάν ο ΜΚ∆ είναι 1 ή όχι. Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις, όπου η σχεδίαση

ενός γενικότερου αλγορίθµου είναι περιττή, δύσκολη, ή και αδύνατη. Για παράδειγµα,

είναι περιττή η ταξινόµηση µιας λίστας n ακεραίων για την εύρεση του µεσαίου όρου

τους, ο οποίος είναι το ⌈n/2⌉-οστό µικρότερο στοιχείο της. ΄Ενα άλλο παράδειγµα, είναι

ο τύπος εύρεσης των ϱιζών ενός τριωνύµου: αυτός δεν µπορεί να γενικευθεί για την

εύρεση των ϱιζών πολυωνύµων αυθαίρετου ϐαθµού.

΄Οσον αφορά το εύρος τιµών των εισόδων, το κύριο µέληµά σας ϑα πρέπει να είναι η

σχεδίαση ενός αλγορίθµου που να µπορεί να χειριστεί το εύρος τιµών εισόδου, το οποίο
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είναι ϕυσιολογικό για το συγκεκριµένο πρόβληµα. Για παράδειγµα, ο αποκλεισµός

ακεραίων ίσων µε 1 ως πιθανής εισόδου για έναν αλγόριθµο εύρεσης του µέγιστου

κοινού διαιρέτη ϑα ήταν µη ϕυσιολογικός. Από την άλλη µεριά, αν και ο αναλυτικός

τύπος εύρεσης των ϱιζών ενός τριωνύµου ισχύει και για µιγαδικούς συντελεστές, δεν

υλοποιούµε αυτή τη δυνατότητα (στο παρόν επίπεδο γενικότητας, τουλάχιστον), εκτός

εάν αυτό απαιτηθεί ϱητά.

Εάν δεν είσαστε ικανοποιηµένοι µε την αποδοτικότητα, την απλότητα, ή τη γενι-

κότητα του αλγορίθµου σας, ϑα πρέπει να «γυρίσετε στο σχεδιαστικό τραπέζι» και να

επανασχεδιάσετε τον αλγόριθµο. Στην πραγµατικότητα, ακόµη και εάν η αποτίµησή

σας είναι ϑετική, η αναζήτηση και άλλων αλγοριθµικών τρόπων επίλυσης, αξίζει τον

κόπο. Θυµηθείτε τους τρεις διαφορετικούς αλγόριθµους της προηγούµενης Ενότητας,

για τον υπολογισµό του µέγιστου κοινού διαιρέτη : γενικά, δε ϑα πρέπει να περιµένετε

να ϐρείτε τον καλύτερο αλγόριθµο µε την πρώτη προσπάθεια. Θα πρέπει, τουλάχιστον,

να προσπαθήσετε να ϐελτιώσετε τις λεπτοµέρειες (fine­tune) του αλγορίθµου που ήδη

έχετε. Για παράδειγµα, κάναµε µερικές ϐελτιώσεις στην υλοποίησή µας του κόσκινου

του Ερατοσθένη, σε σύγκριση µε τις αρχικές του προδιαγραφές, στην Ενότητα 1.1.

(Μπορείτε να τις εντοπίσετε ;) Καλό ϑα είναι να έχετε στο µυαλό σας την ακόλουθη

παρατήρηση του Antoine de Saint­Exupéry, Γάλλου συγγραφέα, πιλότου και σχεδια-

στή αεροπλάνων : «Ο σχεδιαστής καταλαβαίνει ότι άγγιξε την τελειότητα, όχι όταν δεν

υπάρχει τίποτα πλέον να προσθέσει, αλλά όταν δεν υπάρχει τίποτα να αφαιρέσει».1

1.2.9 Κωδικοποίηση ενός Αλγορίθµου

Οι περισσότεροι αλγόριθµοι προορίζονται να υλοποιηθούν τελικά ως προγράµµατα

υπολογιστών. Ο προγραµµατισµός ενός αλγορίθµου παρουσιάζει κινδύνους και ευ-

καιρίες. Ο κίνδυνος έγκειται στην πιθανότητα η µετάβαση από τον αλγόριθµο στο

πρόγραµµα να γίνει είτε λανθασµένα, είτε µη αποδοτικά. Μερικοί επιστήµονες των

υπολογιστών µε επιρροή πιστεύουν ότι µέχρις ότου η ορθότητα ενός προγράµµατος

αποδειχθεί µε µαθηµατική αυστηρότητα, το πρόγραµµα δεν µπορεί να ϑεωρηθεί σω-

στό. Αυτοί έχουν αναπτύξει ειδικές τεχνικές για την επίτευξη τέτοιων αποδείξεων (ϐλ.

[10]), όµως η καταλληλότητα εφαρµογής τέτοιων τεχνικών τυπικής επαλήθευσης της

ορθότητας περιορίζεται µέχρι τώρα µόνο σε πολύ µικρά προγράµµατα. Πρακτικά, η

ορθότητα και εγκυρότητα των προγραµµάτων εξακολουθεί να διαπιστώνεται µετά από

έλεγχο (testing). Ο έλεγχος των προγραµµάτων των υπολογιστών είναι µια τέχνη, όχι

µια επιστήµη, αυτό όµως δε σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να µάθουµε τίποτε από αυ-

τή. Ανατρέξτε σε ϐιβλία αφιερωµένα στον έλεγχο και την αποσφαλµάτωση (debugging)

προγραµµάτων : ακόµη πιο σηµαντικό, ελέγξτε και αποσφαλµατώστε εσείς οι ίδιοι τα

1Βρήκα αυτή την επίκληση για απλότητα σε µια συλλογή δοκιµίων του Jon Bentley [9]: τα δοκίµια

πραγµατεύονται µια ποικιλία ϑεµάτων σχεδίασης και υλοποίησης αλγορίθµων, µε τον εύστοχο τίτλο Προ-

γραµµατιστικά Μαργαριτάρια (Programming Pearls). Συνιστώ ανεπιφύλακτα τα γραπτά των Jon Bentley

και Antoine de Saint­Exupéry.
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προγράµµατά σας, στο µεγαλύτερο δυνατό ϐαθµό, οποτεδήποτε υλοποιείτε έναν αλγό-

ϱιθµο.

Σηµειώστε επίσης ότι, σε όλη την έκταση του ϐιβλίου, υποθέτουµε ότι οι είσοδοι των

αλγορίθµων εµπίπτουν στα προκαθορισµένα εύρη τιµών και εποµένως δε χρειάζεται

κάποια σχετική επαλήθευση για αυτό. Κατά την κατασκευή προγραµµάτων υλοποίη-

σης αλγόριθµων προς χρήση σε πραγµατικές εφαρµογές, ϑα πρέπει ϕυσικά να κάνετε

τους ανάλογους ελέγχους.

Φυσικά, η ορθή υλοποίηση ενός αλγορίθµου είναι αναγκαία, αλλά όχι και ικανή

συνθήκη: δε ϑα ϑέλατε να εκµηδενίσετε την ισχύ του αλγορίθµου σας, λόγω µιας µη-

αποδοτικής υλοποίησης. Οι σύγχρονοι µεταγλωττιστές παρέχουν (ανάµεσα στις άλλες

λειτουργίες τους) ένα «δίχτυ ασφαλείας» για το σκοπό αυτό, ειδικά όταν αυτοί λειτουρ-

γούν στην κατάσταση ϐελτιστοποίησης κώδικα. ΄Οπως και να είναι όµως, ϑα πρέπει να

είστε ενήµεροι σχετικά µε τα τυποποιηµένα τεχνάσµατα, όπως ο υπολογισµός των αναλ-

λοίωτων ποσοτήτων ενός ϐρόχου (εκφράσεων των οποίων δε µεταβάλλεται η τιµή) έξω

από αυτόν, η οµαδοποίηση κοινών υπο-εκφράσεων, η αντικατάσταση υψηλών σε κό-

στος πράξεων µε άλλες ϕθηνότερες κλπ. (Βλ. [11] και [9] για µια διδακτική συζήτηση,

όσον αφορά τη ϐελτιστοποίηση κώδικα και άλλα ϑέµατα σχετικά µε τον προγραµµα-

τισµό αλγορίθµων.) Τυπικά, τέτοιες ϐελτιώσεις επιταχύνουν ένα πρόγραµµα κατά ένα

σταθερό παράγοντα και µόνο, ενώ ένας καλύτερος αλγόριθµος µπορεί να δώσει µια

διαφορά πολλών τάξεων µεγέθους στο χρόνο εκτέλεσης. Από τη στιγµή που επιλεγεί

ένας συγκεκριµένος αλγόριθµος, µια ϐελτίωση της ταχύτητας (speedup) κατά 10-50%

είναι ϐέβαια πολύτιµη.

΄Ενα πρόγραµµα που δουλεύει σωστά παρέχει µια επιπλέον ευκαιρία, στο ότι επι-

τρέπει µια εµπειρική ανάλυση του ενυπάρχοντος σε αυτό αλγορίθµου. Η ανάλυση

αυτή ϐασίζεται στη χρονοµέτρηση του προγράµµατος για διάφορες εισόδους και στην

κατοπινή ανάλυση των αποτελεσµάτων της χρονοµέτρησης. Συζητούµε τα πλεονεκτή-

µατα και τα µειονεκτήµατα αυτής της προσέγγισης στην ανάλυση αλγορίθµων στην

Ενότητα 2.6.

Ανακεφαλαιώνοντας, ας επαναλάβουµε επιγραµµατικά το κύριο µάθηµα που απο-

κοµίσαµε από τη διαδικασία που απεικονίζεται στο Σχήµα 1.2:

Ως γενικός κανόνας, ένας καλός αλγόριθµος είναι το αποτέλεσµα
επαναληπτικών προσπαθειών και ξαναδουλέµατος.

Ακόµη και εάν ϐρεθείτε στην ευτυχή ϑέση να έχετε µια αλγοριθµική ιδέα, η οποία να

ϕαντάζει πολύ ωραία, αυτό δε σηµαίνει ότι δεν ϑα πρέπει να επιδιώκετε τη ϐελτίωσή

της.

Στην πραγµατικότητα, αυτά είναι καλά νέα, µε την έννοια ότι το τελικό αποτέλεσµα

γίνεται πολύ πιο απολαυστικό. (Ναι, εξέτασα το ενδεχόµενο να ονοµάσω το ϐιβλίο «Η

Απόλαυση των Αλγορίθµων» (The Joy of Algorithms).) Από την άλλη µεριά, πώς ξέρει

κανείς πότε πρέπει να σταµατήσει ; Σε πραγµατικές συνθήκες, το χρονοδιάγραµµα
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του ερευνητικού σας προγράµµατος ή το αφεντικό σας µπορούν να σας σταµατήσουν.

Και έτσι ϑα έπρεπε να είναι : η τελειότητα είναι ακριβή και, στην πραγµατικότητα,

δεν είναι πάντοτε απαιτητή. Η σχεδίαση ενός αλγορίθµου είναι µια δραστηριότητα

που προσιδιάζει αυτή ενός µηχανικού, στην οποία απαιτούνται συµβιβασµοί µεταξύ

αντιµαχόµενων τελικών στόχων, υπό τον περιορισµό των διαθέσιµων πόρων, µε το χρόνο

που µπορεί να αφιερώσει ο σχεδιαστής να αποτελεί έναν (σηµαντικό) από αυτούς.

Στην ακαδηµαϊκή κοινότητα, αυτή η ερώτηση οδηγεί σε µια ενδιαφέρουσα αλλά και

συνήθως δύσκολη διερεύνηση της λεγόµενης ϐελτιστότητας (optimality) του αλγορίθ-

µου. Στην πραγµατικότητα, η ερώτηση δεν αφορά την αποδοτικότητα ενός αλγορίθµου,

αλλά την πολυπλοκότητα του προβλήµατος που αυτός επιλύει : ποιά είναι η ελάχιστη

απαιτούµενη προσπάθεια που χρειάζεται να καταβάλλει οποιοσδήποτε αλγόριθµος, για

να επιλύσει το συγκεκριµένο πρόβληµα ; Για ορισµένα προβλήµατα, η απάντηση στο

ερώτηµα αυτό είναι γνωστή. Για παράδειγµα, οποιοσδήποτε αλγόριθµος που ταξινο-

µεί έναν πίνακα συγκρίνοντας τις τιµές των στοιχείων του, χρειάζεται περίπου n log2 n
συγκρίσεις, για πίνακες µεγέθους n (ϐλ. Ενότητα 11.2). Για πολλά ϕαινοµενικά απλά

προβλήµατα όµως, όπως π.χ. για τον πολλαπλασιασµό πινάκων, οι επιστήµονες της

πληροφορικής δεν έχουν καταφέρει να δώσουν µια τελική απάντηση.

΄Ενα άλλο σηµαντικό ϑέµα στην αλγοριθµική επίλυση προληµάτων, είναι το ερώ-

τηµα του εάν και κατά πόσο κάθε πρόβληµα µπορεί να επιλυθεί µε έναν αλγόριθµο.

∆εν συζητάµε εδώ για προβλήµατα τα οποία δεν επιδέχονται λύση, όπως π.χ. η προ-

σπάθεια εύρεσης πραγµατικών ϱιζών ενός τριωνύµου µε αρνητική διακρίνουσα. Σε

τέτοιες περιπτώσεις, ένα διευκρινιστικό µήνυµα, το οποίο αναφέρει ότι το συγκεκρι-

µένο πρόβληµα δεν έχει λύση, είναι ό,τι µπορούµε (και ϑα έπρεπε) να περιµένουµε,

από έναν αλγόριθµο. Ούτε αναφερόµαστε επίσης σε ασαφώς τεθέντα προβλήµατα.

Ακόµη και µερικά επακριβώς καθορισµένα, απαλλαγµένα ασαφειών προβλήµατα, τα

οποία ϑα περιµέναµε να έχουν µια απλή καταφατική ή αρνητική απάντηση, χαρακτη-

ϱίζονται ως «µη-αποφασίζοντα» (undecidable), δηλαδή µη δυνάµενα να λυθούν, από

οποιοδήποτε αλγόριθµο. ΄Ενα σηµαντικό παράδειγµα του τύπου αυτού αναφέρεται

στην Ενότητα 11.3. Ευτυχώς, η µεγάλη πλειοψηφία των προβληµάτων της πρακτικής

πληροφορικής, επιδέχεται αλγοριθµικές λύσεις.

Προτού αφήσουµε την Ενότητα αυτή, ας σιγουρευτούµε ότι δεν σας έχει δηµιουργη-

ϑεί η εσφαλµένη εντύπωση—η οποία πιθανώς να προκλήθηκε από την κάπως µηχανι-

στική απεικόνιση του Σχήµατος 1.2—ότι η σχεδίαση ενός αλγορίθµου είναι µια ανιαρή

διαδικασία. Τίποτε δεν είναι πιο λάθος από αυτό : η εφεύρεση (µήπως ανακάλυψη ;)

αλγορίθµων είναι µια πλέον δηµιουργική διαδικασία, µε πολλές ανταµοιβές. Το ϐιβλίο

αυτό σχεδιάστηκε µε σκοπό να σας πείσει ότι αυτό όντως είναι αληθές.

Ασκήσεις 1.2

1. Ο γρίφος του Παλαιού Κόσµου (Old World puzzle) ΄Ενας χωρικός ϐρίσκεται

στην ακροποταµιά µε ένα λύκο, µια κατσίκα και ένα λάχανο. Πρέπει να περάσει

απέναντι και τα τρία αυτά υπάρχοντά του, µε τη ϐάρκα του. Η ϐάρκα όµως
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χωράει µόνο αυτόν και ένα από τα υπάρχοντα (είτε το λύκο, είτε την κατσίκα, είτε

το λάχανο). Εάν ο χωρικός ϐρίσκεται µακριά, ο λύκος ϑα ϕάει την κατσίκα και η

κατσίκα, σε ανάλογη περίπτωση, ϑα ϕάει το λάχανο. Επιλύστε το πρόβληµα που

αντιµετωπίζει ο χωρικός, ή αποδείξτε ότι είναι άλυτο. (Παρατήρηση: ο χωρικός

είναι χορτοφάγος, αλλά δεν του αρέσει το λάχανο και εποµένως δεν µπορεί να

ϕάει ούτε την κατσίκα, ούτε το λάχανο, για να λύσει το πρόβληµα. Και, ϕυσικά,

ο λύκος είναι προστατευόµενο είδος.)

2. Ο γρίφος του Νέου Κόσµου (New World puzzle) Τέσσερεις άνθρωποι ϑέ-

λουν να διασχίσουν µια γέφυρα: αρχικά, ϐρίσκονται όλοι στην ίδια πλευρά της.

Υπάρχει ένα όριο των 17 λεπτών, µετά το οποίο όλοι ϑα πρέπει να ϐρίσκονται

στην άλλη άκρη της γέφυρας. Είναι νύχτα και διαθέτουν µόνο ένα ϕακό. Το

πολύ δύο άτοµα µπορούν να διασχίσουν ταυτόχρονα τη γέφυρα, σε κάθε χρονική

στιγµή. ΄Οποια οµάδα διασχίζει τη γέφυρα, είτε του ενός είτε των δύο ατόµων, ϑα

πρέπει να έχει αυτή το ϕακό. Ο ϕακός µεταφέρεται από χέρι σε χέρι : δεν µπορεί

π.χ. να πεταχθεί από κάποιον προς κάποιον άλλο. Ο άνθρωπος 1 χρειάζεται 1

λεπτό για να διασχίσει τη γέφυρα, ο 2 χρειάζεται 2 λεπτά, ο 3 ϑέλει 5 λεπτά

και ο 4 χρειάζεται 10 λεπτά. ∆ύο άνθρωποι µαζί, κινούνται µε την ταχύτητα του

ϐραδύτερου από αυτούς. Για παράδειγµα, εάν ο 1 και ο 4 ξεκινήσουν µαζί, ϑα

περάσουν 10 λεπτά µέχρι να ϕθάσουν στο άλλο άκρο της γέφυρας. Εάν ο 4 είναι

αυτός που ϑα επιστρέψει το ϕακό, ϑα περάσουν συνολικά 20 λεπτά και η όλη

αποστολή ϑα αποτύχει. (Σηµείωση: σύµφωνα µε ϕήµες που κυκλοφόρησαν στο

Internet, οι συνεντευξιάζοντες µιας γνωστής εταιρείας παραγωγής λογισµικού, µε

έδρα κοντά στο Seattle, έθεσαν το πρόβληµα αυτό στους συνεντευξιαζόµενους.)

3. Ποιός από τους ακόλουθους τύπους µπορεί να ϑεωρηθεί ως αλγόριθµος για τον

υπολογισµό του εµβαδού ενός τριγώνου, του οποίου οι πλευρές είναι δοσµένοι

ϑετικοί αριθµοί a, b και c;

(α΄) S =
√

p(p− a)(p − b)(p − c), όπου p = (a + b + c)/2

(ϐ΄) S =
1

2
bc sin A, όπου A είναι η γωνία µεταξύ των πλευρών b και c

(γ΄) S = 1
2aha, όπου ha είναι το ύψος προς τη ϐάση a

4. Γράψτε ένα ψευδοκώδικα για έναν αλγόριθµο εύρεσης πραγµατικών ϱιζών της

εξίσωσης ax2 + bx+ c = 0, για αυθαίρετους πραγµατικούς συντελεστές a, b και c.
(Μπορείτε να υποθέσετε ότι υπάρχει διαθέσιµη η συνάρτηση τετραγωνικής ϱίζας,

sqrt(x).)

5. Περιγράψτε τον τυποποιηµένο αλγόριθµο εύρεσης της δυαδικής αναπαράστασης

ενός ϑετικού δεκαδικού ακέραιου,
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(α΄) στα Ελληνικά.

(ϐ΄) σε ψευδοκώδικα.

6. Περιγράψτε τον αλγόριθµο που ακολουθεί το ΑΤΜ της τράπεζας µε την οποία

συνεργάζεστε, για την παροχή χαρτονοµισµάτων. (∆ώστε αυτή την περιγραφή

είτε σε ϕυσική γλώσσα, είτε σε ψευδοκώδικα, όπως εσείς κρίνετε ϐολικό.)

7. (α΄) Μπορεί το πρόβληµα του υπολογισµού του π να επιλυθεί ακριβώς ;

(ϐ΄) Πόσες εκφάνσεις διαθέτει το πρόβληµα αυτό ;

(γ΄) Ανατρέξτε στο Internet και ϐρείτε έναν τουλάχιστον αλγόριθµο για το πρό-

ϐληµα αυτό.

8. ∆ώστε ένα παράδειγµα προβλήµατος, εκτός του µέγιστου κοινού διαιρέτη, για το

οποίο γνωρίζετε περισσότερους από έναν αλγόριθµους επίλυσής του. Ποιός από

αυτούς είναι απλούστερος ; Ποιός είναι αποδοτικότερος ;

9. Θεωρήστε τον ακόλουθο αλγόριθµο εύρεσης της ελάχιστης απόστασης µεταξύ των

στοιχείων σε έναν πίνακα αριθµών:

Αλγόριθµος 1.2.1 : MinDistance(A[0..n − 1])

1 //Είσοδος : Πίνακας αριθµών A[0..n − 1]
2 //΄Εξοδος : η ελάχιστη απόσταση µεταξύ δύο στοιχείων του πίνακα

3 dmin←∞
4 for i← 0 to n− 1 do

5 for j ← 0 to n− 1 do

6 if i 6= j and A[i]­A[j] < dmin
7 dmin← A[i]­A[j]

8 return dmin

Μπορείτε ελεύθερα να επεµβείτε στον αλγόριθµο αυτόν και να κάνετε όποιες

ϐελτιώσεις ϑέλετε, για καλύτερη αλγοριθµική επίλυση του προβλήµατος. (Εάν

ϑέλετε µάλιστα, αλλάξτε εντελώς τον αλγόριθµο αυτόν. Εάν όχι, ϐελτιώστε τη

δοσµένη υλοποίησή του.)

10. ΄Ενα ϐιβλίο που άσκησε µεγάλη επιρροή στην επίλυση προβληµάτων, µε τίτλο Πώς

να Το Λύσετε (How to Solve It ), έχει γραφεί από τον Ουγγρο-Αµερικανό µαθηµα-

τικό George Polya (1887–1985). Ο Polya συνόψισε τις ιδέες του επιγραµµατικά

σε 4 σηµεία. Αναζητήστε τα στο Internet, ή, ακόµη καλύτερα, στο ίδιο το ϐιβλίο

του και συγκρίνετέ τα µε το σχέδιο που σκιαγραφήσαµε στην Ενότητα 1.2. Ποιά

είναι τα κοινά τους σηµεία ; Σε τί διαφέρουν ;
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1.3 Μερικοι Σηµαντικοι Τυποι Προβληµατων

Στην απέραντη ϑάλασσα των προβληµάτων που συναντά κανείς στην πληροφορική,

υπάρχουν διάσπαρτες µερικές περιοχές, οι οποίες έχουν τραβήξει το ιδιαίτερο ενδια-

ϕέρον των ερευνητών. Σε αδρές γραµµές, το ενδιαφέρον τους υποκινείται είτε από την

πρακτική σηµασία του προβλήµατος, είτε από κάποια ιδιάζοντα χαρακτηριστικά που

κάνουν το πρόβληµα να έχει ερευνητικό ενδιαφέρον. Ευτυχώς, αυτά τα δύο κίνητρα

συχνά ενισχύουν το ένα το άλλο, στις περισσότερες των περιπτώσεων.

Στην Ενότητα αυτή, ϑα συζητήσουµε τους πλέον σηµαντικούς τύπους προβληµάτων :� Ταξινόµηση (sorting)� Αναζήτηση (searching)� Επεξεργασία συµβολοσειρών (string processing)� Προβλήµατα γραφηµάτων (graph problems)� Προβλήµατα συνδυαστικής (combinatorial problems)� Γεωµετρικά προβλήµατα� Αριθµητικά προβλήµατα

Τα προβλήµατα αυτά χρησιµοποιούνται σε επόµενα Κεφάλαια του ϐιβλίου για να κα-

ταδείξουν τις διάφορες τεχνικές σχεδίασης αλγορίθµων, καθώς και µεθόδους της αλγο-

ϱιθµικής ανάλυσης.

1.3.1 Ταξινόµηση

Το πρόβληµα της ταξινόµησης (sorting problem) αναφέρεται στην αναδιάταξη των

στοιχείων µιας δεδοµένης λίστας, ώστε αυτά να ϐρεθούν σε αύξουσα σειρά. Φυσικά,

για να έχει νόηµα το πρόβληµα αυτό, η ϕύση των στοιχείων της λίστας ϑα πρέπει να

είναι τέτοια, ώστε αυτά να επιδέχονται µια τέτοια διάταξη. (΄Ενας µαθηµατικός ϑα έλεγε

εδώ ότι ϑα πρέπει να υπάρχει µια σχέση ολικής διάταξης.) Σε πρακτικές περιπτώ-

σεις, χρειάζεται να ταξινοµήσουµε λίστες αριθµών, χαρακτήρων που ανήκουν σε ένα

προκαθορισµένο αλφάβητο, συµβολοσειρών και, το πιο σηµαντικό, εγγραφών (records)

παρόµοιων µε αυτές που διατηρούνται από σχολεία και εκπαιδευτήρια, σχετικά µε

τους µαθητές τους, µε αυτές των ϐιβλιοθηκών σχετικά µε τα ϐιβλία τους και µε αυτές

των εταιρειών σχετικά µε τους υπαλλήλους τους. Στην περίπτωση των εγγραφών, ϑα

πρέπει να επιλέξουµε κάποια συγκεκριµένη πληροφορία, η οποία ϑα καθοδηγήσει την

ταξινόµηση. Για παράδειγµα, µπορούµε να επιλέξουµε την αλφαβητική ταξινόµηση

των εγγραφών των ϕοιτητών κατά όνοµα, ή κατά αριθµό µητρώου, ή κατά συνολικό
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µέσο ϐαθµό επίδοσης στα µαθήµατα. Μια τέτοια, ειδικά επιλεγµένη ποσότητα πληρο-

ϕορίας, ονοµάζεται κλειδί (key). Οι επιστήµονες της πληροφορικής συχνά µιλούν για

την ταξινόµηση µιας λίστας κλειδιών, ακόµη και όταν τα στοιχεία της λίστας δεν είναι

εγγραφές, παρά µόνο, ας πούµε, ακέραιοι αριθµοί.

Για ποιό λόγο επιθυµούµε την ταξινόµηση µιας λίστας ; Η ταξινόµηση διευκολύνει

κατά πολύ την απάντηση πολλών ερωτήσεων σχετικά µε τη συγκεκριµένη λίστα. Η

σηµαντικότερη από αυτές αφορά την αναζήτηση: αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο

τα λεξικά, οι τηλεφωνικοί κατάλογοι, τα µαθητολόγια κλπ. είναι ταξινοµηµένα. Θα

δείτε και άλλες περιπτώσεις χρησιµότητας της λεγόµενης προ-ταξινόµησης µιας λίστας

(list presorting), στην Ενότητα 6.1. Παρόµοια, η ταξινόµηση χρησιµοποιείται ως ένα

ϐοηθητικό ϐήµα σε µερικούς σηµαντικούς αλγόριθµους άλλων περιοχών, όπως π.χ.

στους γεωµετρικούς αλγόριθµους.

Μέχρι τώρα, οι επιστήµονες της πληροφορικής έχουν ανακαλύψει δεκάδες αλγο-

ϱίθµων ταξινόµησης. Στην πραγµατικότητα, η εφεύρεση ενός νέου αλγορίθµου τα-

ξινόµησης παροµοιάζεται µε τη «σχεδίαση της ποντικοπαγίδας». Και ϐρίσκοµαι στην

ευχάριστη ϑέση να σας αναφέρω ότι το κυνήγι για µια καλύτερη ποντικοπαγίδα ταξι-

νόµησης, συνεχίζεται µε αµείωτο ενδιαφέρον. Αυτή η επιµονή αξίζει να επισηµανθεί,

ιδιαίτερα εάν αναλογιστούµε τα παρακάτω γεγονότα : Από τη µια µεριά, υπάρχουν

µερικοί καλοί αλγόριθµοι ταξινόµησης, οι οποίοι ταξινοµούν έναν πίνακα µεγέθους

n, χρησιµοποιώντας συγκρίσεις της τάξης του n log2 n. Από την άλλη, κανένας αλγό-

ϱιθµος που ταξινοµεί µε συγκρίσεις κλειδιών (σε αντίθεση µε, ας πούµε, τη σύγκριση

µικρών κοµµατιών των κλειδιών) δεν µπορεί να παράσχει σηµαντική ϐελτίωση αυτής

της απόδοσης.

Υπάρχει λόγος για την ύπαρξη αυτής της πληθώρας αλγορίθµων, στη «γη» της τα-

ξινόµησης. Αν και µερικοί αλγόριθµοι είναι οµολογουµένως καλύτεροι από κάποιους

άλλους, δεν υπάρχει ο ένας και µοναδικός αλγόριθµος, που να αντιπροσωπεύει τη ϐέλ-

τιστη λύση σε όλες τις περιπτώσεις. Μερικοί από τους αλγόριθµους αυτούς είναι απλοί

αλλά σχετικά αργοί και άλλοι είναι µεν γρηγορότεροι, αλλά και πιο περίπλοκοι· µερι-

κοί αποδίδουν καλύτερα µε τυχαία διατεταγµένες εισόδους, ενώ άλλοι δίνουν καλύτερα

αποτελέσµατα για σχεδόν ταξινοµηµένες λίστες. Ορισµένοι είναι κατάλληλοι µόνο για

λίστες που ϐρίσκονται εξ᾿ ολοκλήρου στη (γρήγορη) µνήµη του υπολογιστή, ενώ άλλοι

µπορούν να προσαρµοστούν για την ταξινόµηση µεγάλων αρχείων που ϐρίσκονται στο

δίσκο. Αυτή η κατηγοριοποίηση µπορεί να συνεχιστεί πολύ παραπέρα.

∆ύο ιδιότητες των αλγορίθµων ταξινόµησης αξίζουν να συζητηθούν στο σηµείο αυτό.

΄Ενας αλγόριθµος ταξινόµησης καλείται ευσταθής (stable), εάν διατηρεί τη σχετική

διάταξη δύο οποιωνδήποτε ίσων στοιχείων στην είσοδό του. Με άλλα λόγια, εάν µια

λίστα εισόδου περιέχει δύο ίσα στοιχεία στις ϑέσεις i και j, µε i < j, τότε αυτά ϑα

ϐρίσκονται στην ταξινοµηµένη λίστα στις ϑέσεις i′ και j′, αντίστοιχα, µε i′ < j′. Αυτή

η ιδιότητα είναι επιθυµητή, εάν, για παράδειγµα, διαθέτουµε µια λίστα από ϕοιτητές,

η οποία είναι αλφαβητικά ταξινοµηµένη και ϑέλουµε να την ταξινοµήσουµε και κατά
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µέσο όρο επιδόσεων των ϕοιτητών : ένας ευσταθής αλγόριθµος ϑα παράξει µια λίστα,

στην οποία οι ϕοιτητές µε τον ίδιο συνολικό ϐαθµό ϑα είναι ταξινοµηµένοι αλφαβητικά.

Μιλώντας γενικά, οι αλγόριθµοι που είναι ικανοί να εναλλάσσουν κλειδιά τα οποία

ϐρίσκονται αρκετά µακριά µεταξύ τους, δεν είναι ευσταθείς, αλλά εκτελούνται συνήθως

γρηγορότερα· ϑα δείτε αυτή τη γενική παρατήρηση να επαληθεύεται σε σηµαντικούς

αλγόριθµους ταξινόµησης, αργότερα στο ϐιβλίο.

Η δεύτερη αξιοσηµείωτη ιδιότητα ενός αλγορίθµου ταξινόµησης, είναι η επιπλέον

ποσότητα µνήµης που αυτός απαιτεί. Χαρακτηρίζουµε έναν αλγόριθµο ως επιτόπιο (in

place), εάν αυτός δεν απαιτεί επιπλέον µνήµη, εκτός ίσως από ένα πολύ µικρό αριθµό

µονάδων µνήµης. Ανάµεσα στους σηµαντικούς αλγόριθµους ταξινόµησης, υπάρχουν

και επιτόπιοι και άλλοι που δεν είναι τέτοιοι.

1.3.2 Αναζήτηση

Το πρόβληµα της αναζήτησης (searching problem) ασχολείται µε την εύρεση µιας

συγκεκριµένης τιµής, που ονοµάζεται κλειδί της αναζήτησης (search key) εντός ενός

δεδοµένου συνόλου (ή πολυ-συνόλου (multiset), κάτι που επιτρέπει σε περισσότερα του

ενός στοιχεία να έχουν την ίδια τιµή). Και εδώ υπάρχει µια πληθώρα αλγορίθµων ανα-

Ϲήτησης. Ποικίλλουν από την απλοϊκή σειριακή αναζήτηση, µέχρι τη ϑεαµατικά απο-

δοτική, αλλά περιορισµένης εφαρµογής δυαδική αναζήτηση και τους εξειδικευµένους

αλγόριθµους που ϐασίζονται στην αναπαράσταση του ενυπάρχοντος συνόλου σε µια

µορφή περισσότερο κατάλληλη για τους σκοπούς της αναζήτησης. Αυτοί οι τελευταίοι

έχουν ιδιαίτερη σηµασία για κάποιες ϱεαλιστικές εφαρµογές, όπου και αποδεικνύονται

ανεκτίµητοι κατά την αποθήκευση και επανάκτηση πληροφοριών από µεγάλες ϐάσεις

δεδοµένων.

Και για την αναζήτηση, επίσης, δεν υπάρχει ο ένας και µοναδικός αλγόριθµος που

να είναι ο καλύτερος σε κάθε περίπτωση. Μερικοί αλγόριθµοι είναι γρηγορότεροι από

άλλους, αλλά απαιτούν περισσότερη µνήµη. Ορισµένοι είναι πολύ γρήγοροι, αλλά

εφαρµόζονται µόνο σε ταξινοµηµένους πίνακες κλπ. Σε αντίθεση µε τους αλγόριθµους

ταξινόµησης, εδώ δεν υπάρχει το πρόβληµα της ευστάθειας, εγείρονται όµως άλλα

ϑέµατα. Συγκεκριµένα, σε εφαρµογές όπου τα ενυπάρχοντα δεδοµένα αλλάζουν µε

µεγάλη συχνότητα, σχετικά µε τον αριθµό των αναζητήσεων, η αναζήτηση ϑα πρέπει να

ϑεωρηθεί σε συνδυασµό µε δύο άλλες λειτουργίες : πρόσθεση στο (και αφαίρεση από

το) σύνολο δεδοµένων ενός στοιχείου. Σε τέτοιες περιπτώσεις, οι δοµές δεδοµένων και οι

αλγόριθµοι ϑα πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε να επιτευχθεί µια ισορροπία µεταξύ των

απαιτήσεων κάθε λειτουργίας. Επίσης, η οργάνωση πολύ µεγάλων συνόλων δεδοµένων

προς αποδοτική αναζήτηση, ϑέτει τις δικές της ειδικές προκλήσεις, µε σηµαντικές

επιπτώσεις σε ϱεαλιστικές εφαρµογές.
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1.3.3 Επεξεργασία Συµβολοσειρών

Τα τελευταία χρόνια η µαζική εµφάνιση εφαρµογών που ασχολούνται µε µη-αριθµητικά

δεδοµένα, έχει ενισχύσει το ενδιαφέρον των ερευνητών και αυτών που ασχολούνται πρα-

κτικά µε την πληροφορική, όσον αφορά τους αλγόριθµους χειρισµού συµβολοσειρών.

Μια συµβολοσειρά (string ) είναι µια ακολουθία χαρακτήρων, οι οποίοι ανήκουν σε

ένα αλφάβητο. Συµβολοσειρές ιδιαίτερου ενδιαφέροντος είναι οι συµβολοσειρές χα-

ϱακτήρων κειµένου (text strings), οι οποίες αποτελούνται από γράµµατα, αριθµούς

και ειδικούς χαρακτήρες στίξης· οι συµβολοσειρές bits, που αποτελούνται από µηδε-

νικά και µονάδες και οι ακολουθίες ϐιολογικών γονιδίων (gene sequences), οι οποίες

µπορούν να µοντελοποιηθούν από συµβολοσειρές χαρακτήρων, από το αλφάβητο των

τεσσάρων χαρακτήρων {A,C,G,T}. Θα πρέπει να τονίσουµε, όµως, ότι οι αλγόριθµοι

επεξεργασίας συµβολοσειρών αποτελούσαν ήδη παλαιότερα ένα σηµαντικό ϑέµα για

την επιστήµη τς πληροφορικής, σε συνδυασµό µε τις γλώσσες των υπολογιστών και την

κατασκευή µεταγλωττιστών.

΄Ενα συγκεκριµένο πρόβληµα—αυτό της αναζήτησης µιας δεδοµένης λέξης εντός

ενός κειµένου—έχει τραβήξει το ιδιαίτερο ενδιαφέρον πολλών ερευνητών. Το αποκα-

λούµε ταίριασµα συµβολοσειρών (string matching ). ΄Εχουν εφευρεθεί µερικοί αλ-

γόριθµοι, οι οποίοι εκµεταλλεύονται την ειδική ϕύση αυτού του τύπου αναζήτησης.

Εισάγουµε έναν πολύ απλό τέτοιο αλγόριθµο, στο Κεφάλαιο 3 και συζητούµε δύο άλ-

λους αλγόριθµους που ϐασίζονται σε µια αξιοσηµείωτη ιδέα των R. Boyer και J. Moore,

στο Κεφάλαιο 7.

1.3.4 Προβλήµατα Γραφηµάτων

Μια από τις παλαιότερες και πλέον ενδιαφέρουσες περιοχές της αλγοριθµικής, είναι

οι αλγόριθµοι γραφηµάτων. Σε µη αυστηρούς όρους, µπορούµε να σκεφτούµε ένα

γράφηµα (graph ) ως µια συλλογή σηµείων, τα οποία ονοµάζονται κορυφές, µερικές

από τις οποίες ενώνονται µεταξύ τους µε γραµµές, οι οποίες ονοµάζονται ακµές. (΄Ενας

αυστηρότερος, τυπικός ορισµός, δίνεται στην επόµενη Ενότητα.) Τα γραφήµατα απο-

τελούν ένα ενδιαφέρον αντικείµενο µελέτης, τόσο για ϑεωρητικούς, όσο και για πρα-

κτικούς λόγους. Τα γραφήµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη µοντελοποίηση

µιας µεγάλης ποικιλίας ϱεαλιστικών εφαρµογών, συµπεριλαµβανοµένων των δικτύων

µεταφορών και επικοινωνιών, τη χρονοδροµολόγηση εργασιών (project scheduling),

καθώς και µερικών παιχνιδιών. Μια αξιοσηµείωτη πρόσφατη εφαρµογή είναι µια εκτί-

µηση της διαµέτρου του Παγκόσµιου Ιστού, η οποία ορίζεται ως ο µέγιστος αριθµός

των συνδέσµων (links) που χρειάζεται κάποιος να διανύσει, έτσι ώστε να ϕτάσει από

µια συγκεκριµένη ιστοσελίδα σε κάποια άλλη, ακολουθώντας την αµεσότερη διαδροµή

µεταξύ των σελίδων αυτών.2

2Ο αριθµός αυτός, σύµφωνα µε την εκτίµηση µιας οµάδας ερευνητών του Πανεπιστηµίου της Notre

Dame, είναι µόνο 19.


