
Κεφάλαιο 3

Οι νόµοι της τάσης και του ϱεύµατος

΄Εννοιες κλειδιά

� Νέοι όροι κυκλωµάτων : κόµβος, διαδροµή, ϐρόχος και κλάδος.

� Ο νόµος ϱευµάτων του Kirchhoff.

� Ο νόµος τάσεων του Kirchhoff.

� Ανάλυση των ϐασικών κυκλωµάτων που χαρακτηρίζονται από σύνδεση σε σειρά και παράλληλα.

� Συνδυασµός πηγών σε σειρά και παράλληλα.

� Απλοποίηση των συνδυασµών αντιστάσεων που συνδέονται σε σειρά και παράλληλα.

� ∆ιαίρεση τάσης και έντασης.

� Συνδέσεις µε γείωση.

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάσαµε τις εξαρτηµένες και ανεξάρτητες πηγές τάσης και έντασης, τις αν-

τίστοιχες εξαρτώµενες πηγές καθώς και τις αντιστάσεις. ∆ιαπιστώσαµε πως οι εξαρτώµενες πηγές

εµφανίζονται σε τέσσερις παραλλαγές και πως ελέγχονται µε την ϐοήθεια µίας τάσης ή ενός ϱεύµατος

που υπάρχει σε κάποιο άλλο σηµείο του κυκλώµατος. Από τη στιγµή που ορίζουµε την τάση στα άκρα

µιας αντίστασης, γνωρίζουµε το ϱεύµα που τη διαρρέει (και αντίστροφα)· ωστόσο, αυτό είναι κάτι που

δεν ισχύει για τις πηγές. Μιλώντας γενικά, τα ηλεκτρικά κυκλώµατα ϑα πρέπει να αναλυθούν έτσι ώ-

στε να προσδιορίσουµε ένα πλήρες σύνολο από τάσεις και ϱεύµατα. Αυτή η διαδικασία αποδεικνύεται

πως είναι αρκετά άµεση - σε εύλογο ϐαθµό - και για να την πραγµατοποιήσουµε χρειαζόµαστε ακόµη

δύο νόµους - εκτός από τον νόµο του Ohm. Αυτοί οι δύο νόµοι είναι ο νόµος των τάσεων του Kirchhoff

και ο νόµος των εντάσεων του Kirchhoff και δεν αποτελούν τίποτε άλλο από επαναδιατυπώσεις των

αρχών διατήρησης του ϕορτίου και της ενέργειας αντίστοιχα. Αυτοί οι νόµοι εφαρµόζονται σε κάθε

κύκλωµα που ϑα συναντήσουµε από τώρα και στο εξής, αν και στα επόµενα κεφάλαια ϑα έλθουµε σε

επαφή µε πιο αποτελεσµατικές τεχνικές για συγκεκριµένους τύπους περιπτώσεων.

3.1 ΚΟΜΒΟΙ, ∆ΙΑ∆ΡΟΜΕΣ, ΒΡΟΧΟΙ ΚΑΙ ΚΛΑ∆ΟΙ

Στο σηµείο αυτό ϑα εστιάσουµε την προσοχή µας στις συσχετίσεις τάσης - ϱεύµατος σε απλά δί-

κτυα που περιλαµβάνουν δύο ή περισσότερα στοιχεία κυκλώµατος. Τα στοιχεία ϑα συνδεθούν µεταξύ

τους µε σύρµατα (τα οποία πολλές ϕορές ονοµάζονται "ακροδέκτες") και τα οποία χαρακτηρίζονται
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ΣΧΗΜΑ 3.1: (α) ΄Ενα κύκλωµα που περιέχει τρεις κόµβους και πέντε κλάδους. (ϐ) Ο κόµβος 1 ανασχεδιασµένος

έτσι ώστε να µοιάζει µε δύο κόµβους· ωστόσο εξακολουθεί ακόµη να είναι ένας κόµβος.

από µηδενική αντίσταση. Επειδή το δίκτυο στην περίπτωση αυτή έχει την εικόνα ενός πλήθους απλών

στοιχείων και ενός πλήθους ακροδεκτών σύνδεσης, ονοµάζεται δίκτυο συγκεντρωµένης παραµέτρου

(Σ.τ.µ ή συγκεντρωµένο κύκλωµα). ΄Ενα πιο δύσκολο πρόβληµα ανάλυσης ανακύπτει όταν ερχόµα-

στε αντιµέτωποι µε ένα δίκτυο κατανεµηµένης παραµέτρου (Σ.τ.µ ή κατανεµηµένο κύκλωµα) που

περιέχει έναν άπειρο αριθµό στοιχείων απειροστού µεγέθους. Σε αυτό το ϐιβλίο ϑα επικεντρωθούµε

µόνο στα συγκεντρωµένα κυκλώµατα.

΄Ενα σηµείο στο οποίο συνδέονται δύο ή περισσότερα στοιχεία ονοµάζεται κόµβος. Για παράδειγ-

µα, το Σχήµα 3.1α απεικονίζει ένα κύκλωµα που περιέχει τρεις κόµβους. Σε ορισµένες περιπτώσεις,

τα δίκτυα σχεδιάζονται µε τέτοιο τρόπο ώστε ένας απρόσεκτος ϕοιτητής να πέφτει εύκολα στην παγίδα

να ϑεωρεί πως στο κύκλωµα υπάρχουν περισσότεροι κόµβοι από όσοι είναι στην πραγµατικότητα.

Αυτό συµβαίνει όταν ένας κόµβος, όπως είναι ο κόµβος 1 του Σχήµατος 3.1α απεικονίζεται ως δύο

ξεχωριστές επαφές οι οποίες συνδέονται µε έναν αγωγό µηδενικής αντίστασης, όπως στο Σχήµα 3.1β.

Ωστόσο, όλα όσα κάναµε ήταν απλά να επεκτείνουµε το κοινό σηµείο κατά µήκος µιας γραµµής που

χαρακτηρίζεται από µηδενική αντίσταση1. Κατά συνέπεια, ϑα πρέπει υποχρεωτικά να ϑεωρήσουµε

όλους τους τέλεια αγώγιµους ακροδέκτες ή τµήµατα ακροδεκτών που είναι προσαρτηµένα σε έναν

κόµβο, ως τµήµατα του κόµβου. Σηµειώστε επίσης, πως το κάθε στοιχείο κυκλώµατος διαθέτει έναν

κόµβο σε κάθε ένα από τα άκρα του.

Υποθέστε πως ξεκινάµε από έναν κόµβο σε ένα δίκτυο και µετακινούµαστε διαµέσου ενός απλού

στοιχείου προς τον κόµβο που ϐρίσκεται στο άλλο άκρο του. Στη συνέχεια συνεχίζουµε από αυτόν

τον κόµβο διαµέσου ενός διαφορετικού στοιχείου προς τον επόµενο κόµβο και αυτή η µετακίνηση

συνεχίζεται µέχρι να περάσουµε από όσα στοιχεία κυκλώµατος επιθυµούµε. Εάν κατά αυτή την

πορεία κανένας κόµβος δεν διασχιστεί περισσότερες από µία ϕορές, τότε το σύνολο των κόµβων και

των στοιχείων από τα οποία έχουµε διέλθει ορίζει µία διαδροµή. Εάν ο κόµβος από τον οποίο έχουµε

ξεκινήσει είναι ο ίδιος µε τον κόµβο στον οποίο έχουµε καταλήξει, τότε αυτή η διαδροµή αποτελεί εξ΄

ορισµού µία κλειστή διαδροµή ή ένα ϐρόχο.

Για παράδειγµα, στο Σχήµα 3.1α, εάν µετακινηθούµε από τον κόµβο 2 διαµέσου της πηγής ϱεύ-

µατος προς τον κόµβο 1 και στη συνέχεια δια µέσου της επάνω δεξιά αντίστασης προς τον κόµβο 3, ϑα

έχουµε ορίσει µία διαδροµή εντός του κυκλώµατος· επειδή δε δεν συνεχίζουµε ώστε να επιστρέψουµε

πίσω στον κόµβο 2, αυτή η διαδροµή δεν ορίζει ένα ϐρόχο. Εάν είχαµε προχωρήσει από τον κόµβο 2

δια µέσου της πηγής ϱεύµατος προς τον κόµβο 1, είχαµε κατέλθει διαµέσου της αριστερής αντίστασης

πίσω στον κόµβο 2 και στην συνέχεια δια µέσου της κεντρικής αντίστασης επιστρέφαµε πίσω στον

κόµβο 1, ξανά δεν ϑα είχαµε µια διαδροµή αφού ϑα είχαµε περάσει από έναν κόµβο (στην πραγµατι-

1Στα κυκλώµατα που συναρµολογούνται σε όλες τις πραγµατικές εφαρµογές, τα σύρµατα ϑα έχουν πάντοτε πεπερασµένη

αντίσταση. Ωστόσο, αυτή η αντίσταση είναι συνήθως τόσο µικρή συγκρινόµενη µε τις άλλες αντιστάσεις στο κύκλωµα, ώστε

την αγνοούµε τελείως χωρίς αυτό να οδηγεί σε σηµαντικά σφάλµατα. Κατά συνέπεια, στο εξιδανικευµένο µας κύκλωµα,

από τώρα και στο εξής ϑα αναφερόµαστε σε σύρµατα "µηδενικής αντίστασης".
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κότητα, από δύο κόµβους) περισσότερες από µία ϕορές, ενώ ϕυσικά δεν ϑα είχαµε ούτε ϐρόχο, αφού

ένας ϐρόχος κυκλώµατος είναι εξ΄ ορισµού µια διαδροµή.

΄Ενας άλλος όρος που η χρήση του ϑα αποδειχθεί ιδιαίτερα εξυπηρετική είναι ο κλάδος κυκλώ-

µατος. ΄Ενας κλάδος ορίζεται ως µία απλή διαδροµή µέσα σε ένα δίκτυο που αποτελείται από ένα

απλό στοιχείο και από έναν κόµβο σε κάθε ένα από τα άκρα αυτού του στοιχείου. Κατά συνέπεια,

µία διαδροµή ορίζεται ως µία συλλογή από κλάδους κυκλώµατος. Το κύκλωµα που απεικονίζεται στα

Σχήµατα 3.1α και 3.1β περιέχει πέντε τέτοιους κλάδους.

3.2 Ο ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΡΕΥΜΑΤΩΝ ΤΟΥ KIRCHHOFF

Στο σηµείο αυτό είµαστε έτοιµοι να µελετήσουµε τον πρώτο από τους δύο νόµους που έλαβαν το όνοµά

τους από το όνοµα του Gustav Robert Kirchhoff (προσέξτε πως στο επώνυµό του υπάρχουν δύο h και

δύο f ) έναν Γερµανό καθηγητή πανεπιστηµίου που γεννήθηκε την ίδια περίπου περίοδο που ο Ohm

διεξήγαγε τις πειραµατικές του µελέτες. Αυτός ο νόµος που διατυπώθηκε υπό την µορφή αξιώµατος

είναι γνωστός ως νόµος των ϱευµάτων του Kirchhoff και απλά µας λέει ότι

Το αλγεβρικό άθροισµα των ϱευµάτων που εισέρχονται σε οποιοδήποτε κόµβο είναι ίσο µε το µηδέν.

Αυτός ο νόµος δεν αποτελεί παρά µία µαθηµατική διατύπωση του γεγονότος πως το ηλεκτρικό

ϕορτίο είναι αδύνατον να συσσωρευθεί σε έναν κόµβο. ΄Ενας κόµβος δεν αποτελεί στοιχείο κυκλώµατος

και κατά συνέπεια δεν µπορεί να αποθηκεύσει, να καταστρέψει ή να δηµιουργήσει ϕορτίο. Εποµένως,

το άθροισµα των ϱευµάτων ϑα πρέπει να είναι ίσο µε το µηδέν. Σε ορισµένες περιπτώσεις είναι ιδιαίτερα

χρήσιµο να καταφύγουµε σε ένα υδραυλικό ανάλογο : ϑεωρείστε για παράδειγµα τρεις σωλήνες νερού

που συνδέονται µεταξύ τους έτσι ώστε να σχηµατίζουν ένα Υ και ας ορίσουµε τρία "ϱεύµατα" τα οποία

εισέρχονται σε κάθε έναν από αυτούς τους σωλήνες. Εάν επιµείνουµε πως το νερό ϱέει αδιαλείπτως

είναι προφανές πως δεν µπορούµε να έχουµε τρία ϑετικά ϱεύµατα, αφού στην περίπτωση αυτή ο

σωλήνας ϑα εκραγεί. Αυτό δεν είναι παρά ένα αποτέλεσµα του γεγονότος πως τα ϱεύµατα έχουν

ορισθεί ανεξάρτητα από την κατεύθυνση προς την οποία ϱέει το νερό. Εποµένως, η τιµή του ενός ή

ακόµη και των δύο από τα παραπάνω ϱεύµατα µε τον τρόπο που αυτά έχουν ορισθεί, ϑα πρέπει να

είναι αρνητική.

iC

iBiA

iD

ΣΧΗΜΑ 3.2: Παράδειγµα κόµβου για

την επίδειξη της εφαρµογής του νόµου

ϱευµάτων του Kirchhoff.

Θεωρείστε τώρα τον κόµβο που απεικονίζεται στο Σχήµα

3.2. Το αλγεβρικό άθροισµα των τεσσάρων ϱευµάτων που ει-

σέρχονται στον κόµβο, ϑα πρέπει να είναι ίσο µε το µηδέν. Θα

είναι λοιπόν

iA + iB + (−iC) + (−iD) = 0

Ωστόσο, ο νόµος ϑα µπορούσε το ίδιο καλά να εφαρµοσθεί και

στο αλγεβρικό άθροισµα των ϱευµάτων που εξέρχονται από τον

κόµβο - στην περίπτωση αυτή ϑα είχαµε

(−iA) + (−iB) + iC + iD = 0

Θα ϑέλαµε ίσως ακόµη να εξισώσουµε το άθροισµα των ϱευ-

µάτων µε ϐέλη αναφοράς προς τον κόµβο µε το άθροισµα των ϱευµάτων µε ϐέλη αναφοράς προς την

αντίθετη κατεύθυνση - στην περίπτωση αυτή ϑα είχαµε

iA + iB = iC + iD = 0

εξίσωση, που απλά δηλώνει πως το άθροισµα των εισερχόµενων στον κόµβο ϱευµάτων είναι ίσο µε το

άθροισµα των ϱευµάτων που εξέρχονται από αυτόν.
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.1

Για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.3α να υπολογίσετε το ϱεύµα διαµέσου της ωµικής αντίστα-

σης R3 εάν είναι γνωστό πως η πηγή τάσης προσφέρει ένα ϱεύµα εντάσεως 3Α.

◮ Ταυτοποιούµε τον στόχο του προβλήµατος.

Ο προσδιορισµός του ϱεύµατος που διαρρέει την αντίσταση R3 και το οποίο στο κυκλωµατικό

διάγραµµα συµβολίζεται µε i.

◮ Συλλέγουµε την αναγκαία πληροφορία.

Ο κόµβος που ϐρίσκεται στο επάνω µέρος της αντίστασης R3 συνδέεται σε τέσσερις κλάδους.

∆ύο από αυτά τα ϱεύµατα είναι γνωστά : ένα ϱεύµα εντάσεως 2Α εξέρχεται από τον κόµβο

κινούµενο προς την αντίσταση R2, ενώ ένα ϱεύµα εντάσεως 5Α κινείται προς τον κόµβο

προερχόµενο από την πηγή ϱεύµατος. Γνωρίζουµε επίσης πως το ϱεύµα που εξέρχεται από

την πηγή τάσης των 10V έχει ένταση 3Α.

(α)

+
–

R2 R3

R1

5 A10 V

i2 A

(γ)

R2 R3

R1

5 A

5 A

i2 A

iR1 (iR1 – 2 A)

(β)

+
–

R2 R3

R1

5 A10 V

i2 A

iR1

ΣΧΗΜΑ 3.3: (α) Απλό κύκλωµα για το οποίο Ϲητείται το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση R3, (ϐ)

το ϱεύµα δια µέσου της αντίστασης R1 επισηµαίνεται στο σχήµα έτσι ώστε να µπορεί να γραφεί η

εξίσωση του νόµου των ϱευµάτων του Kirchhoff. (γ) για λόγους ευκρίνειας και σαφήνειας απεικονί-

Ϲονται τα ϱεύµατα στον επάνω κόµβο της αντίστασης R3.

◮ Κατασκευάζουµε ένα σχέδιο επίλυσης.

Ορίζοντας µία ετικέτα για το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση R1 (Σχήµα 3.3β) µπορούµε

να γράψουµε µία εξίσωση ϱευµάτων του Kirchhoff για τον επάνω κόµβο των αντιστάσεων R2

και R3.

◮ Κατασκευάζουµε µία κατάλληλη οµάδα εξισώσεων.

Αθροίζοντας τα ϱεύµατα που εισέρχονται στον κόµβο έχουµε

iR1
− 2 − i + 5 = 0

Τα ϱεύµατα που εισέρχονται σε αυτόν τον κόµβο απεικονίζονται για λόγους σαφήνειας στο

εκτεταµένο διάγραµµα του Σχήµατος 3.3γ.
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◮ Ελέγχουµε εάν απαιτείται πρόσθετη πληροφορία.

Στο σηµείο αυτό έχουµε µία εξίσωση η οποία όµως περιέχει δύο αγνώστους και εποµένως ϑα

πρέπει να κατασκευάσουµε ακόµη µία εξίσωση. Το γεγονός πως γνωρίζουµε ότι η πηγή των

10V προσφέρει ένα ϱεύµα έντασης 3Α είναι ιδιαίτερα χρήσιµο και ο νόµος των ϱευµάτων

του Kirchhoff µας δείχνει πως αυτό το ϱεύµα δεν είναι άλλο από το ϱεύµα iR1
.

◮ Προσπαθούµε να κατασκευάσουµε µια λύση.

Αντικαθιστώντας, ϐρίσκουµε ότι i = 3 − 2 + 5 = 6Α.

◮ Επαληθεύουµε τη λύση. ΄Εχει νόηµα αυτή η λύση; Είναι η αναµενόµενη;

Σε κάθε περίπτωση αξίζει τον κόπο να επαληθεύσουµε την λύση που ϐρήκαµε. Επίσης,

µπορούµε να προσπαθήσουµε να ελέγξουµε εάν τουλάχιστον το µέτρο της λύσης έχει λογι-

κή. Στην προκειµένη περίπτωση, έχουµε δύο πηγές, µία που προσφέρει ϱεύµα εντάσεως

5Α και µία που προσφέρει ϱεύµα εντάσεως 3Α. Αντίθετα, δεν υπάρχουν άλλες πηγές εξαρ-

τηµένες ή ανεξάρτητες. Κατά συνέπεια δεν αναµένουµε να ϐρούµε κάποιο ϱεύµα σε αυτό

το κύκλωµα που να υπερβαίνει τα 8Α.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.1 Να µετρήσετε το πλήθος των κλάδων και των κόµβων στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.4. Εάν

είναι ix = 3Α ενώ είναι γνωστό πως η πηγή των 18V διανέµει 8Α ϱεύµατος, ποια είναι η τιµή

της αντίστασης RA; (Υπόδειξη : για την επίλυση της άσκησης ϑα χρειαστείτε τόσο τον νόµο

του Ohm όσο και τον νόµο του Kirchhoff.

+
–

+
–

vxRA

13 A

ix

5 V

6 V18 V

ΣΧΗΜΑ 3.4

Απαντήσεις : 5 κλάδοι, 3 κόµβοι, 1Ω.

Μία συµπαγής έκφραση για τον νόµο των ϱευµάτων του Kirchhoff είναι η

N
∑

n=1

in = 0 [1]

η οποία δεν είναι παρά µια συντοµογραφική έκδοση της εξίσωσης

i1 + i2 + i3 + · · · + iN = 0 [2]

Κάθε ϕορά που χρησιµοποιείται η Εξίσωση [1] ή η Εξίσωση [2] είναι κατανοητό πως τα ϐέλη των N
ϱευµάτων ϑα δείχνουν όλα είτε προς τον ϑεωρούµενο κόµβο είτε προς την αντίθετη κατεύθυνση.

3.3 Ο ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΤΑΣΕΩΝ ΤΟΥ KIRCHHOFF

Το ϱεύµα σχετίζεται µε το ϕορτίο που ϱέει διαµέσου ενός στοιχείου κυκλώµατος, ενώ η τάση αποτελεί

ένα µέτρο της διαφοράς δυναµικής ενέργειας που αναπτύσσεται στα άκρα αυτού του στοιχείου. Στη

ϑεωρία κυκλωµάτων, για κάθε τάση σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα, υπάρχει µία απλή µοναδική τιµή.

Κατά συνέπεια, η ενέργεια που απαιτείται για τη µεταφορά ενός µοναδιαίου ϕορτίου από ένα σηµείο
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Α σε ένα σηµείο Β ενός κυκλώµατος, ϑα πρέπει να έχει µία τιµή η οποία να είναι ανεξάρτητη από

τη διαδροµή που ϑα επιλέξουµε για τη µεταφορά του ϕορτίου από το σηµείο Α στο σηµείο Β (συχνά

υπάρχουν περισσότερες από µία τέτοιες διαδροµές). Αυτό το γεγονός πιστοποιείται δια µέσου του

νόµου των τάσεων του Kirchhoff σύµφωνα µε τον οποίο

Το αλγεβρικό άθροισµα των τάσεων κατά µήκος µιας κλειστής διαδροµής είναι ίσο µε το µηδέν.

Στο Σχήµα 3.5, εάν µεταφέρουµε ϕορτίο 1 C από το σηµείο Α στο σηµείο Β διαµέσου του στοιχείου

1, τα σηµεία αναφοράς για την πολικότητα της τάσης υ1 µας δείχνουν πως παράγουµε υ1 J έργου2.

Εάν αντίθετα επιλέξουµε να µεταφερθούµε από το σηµείο Α στο σηµείο Β δια µέσου του σηµείου Γ, ϑα

πρέπει να αναλώσουµε (υ2 − υ3) joules ενέργειας. Ωστόσο, το έργο είναι ανεξάρτητο από τη διαδροµή

µέσα σε ένα κύκλωµα και εποµένως οποιαδήποτε διαδροµή και εάν ακολουθήσουµε ϑα πρέπει να

λάβουµε την ίδια τιµή για την τάση. Με άλλα λόγια ϑα είναι

υ1 = υ2 − υ3 [3]

Αποδεικνύεται πως εάν ακολουθήσουµε ϐήµα προς ϐήµα µία κλειστή διαδροµή, το αλγεβρικό άθροι-

σµα των τάσεων κατά µήκος των επιµέρους στοιχείων του κυκλώµατος ϑα είναι πάντοτε ίσο µε το

µηδέν έτσι ώστε να µπορούµε να γράψουµε ότι

υ1 + υ2 + υ3 + · · · + υN = 0

ή σε πιο συµπαγή γραφή,
N
∑

n=1

υn = 0 [4]

v1

+

–

v3

–

+

v2+ –

A C

B

1

2

3

ΣΧΗΜΑ 3.5: Η διαφορά δυναµικού

ανάµεσα στα σηµεία Α και Β είναι ανε-

ξάρτητη της διαδροµής που επιλέγεται.

Ο νόµος των τάσεων του Kirchhoff µπορεί να εφαρµοσθεί σε

ένα κύκλωµα µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Μία µέθο-

δος που οδηγεί σε λιγότερα σφάλµατα όσον αφορά την κατα-

σκευή των εξισώσεων σε σχέση µε άλλες µεθόδους, συνίσταται

στην νοητή µετακίνησή µας κατά µήκος της κλειστής διαδρο-

µής κατά την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού και στην άµεση

καταγραφή των τάσεων του κάθε στοιχείου από το οποίο διερ-

χόµαστε συναντώντας πρώτα τον ϑετικό ακροδέκτη και στην

καταγραφή της αρνητικής τιµής των τάσεων των στοιχείων τα

οποία διασχίζουµε συναντώντας πρώτα τον αρνητικό ακροδέ-

κτη. Η εφαρµογή αυτού του κανόνα στον απλό ϐρόχο του

Σχήµατος 3.5 ϑα µας δώσει

−υ1 + υ2 − υ3 = 0

εξίσωση, που συµφωνεί µε το προηγούµενο αποτέλεσµά µας -

δείτε την Εξίσωση [3].

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.2

Για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.6 να προσδιορίσετε την τάση υx και το ϱεύµα ix.

Παρατηρώντας το σχήµα διαπιστώνουµε πως γνωρίζουµε ήδη την τάση στα άκρα των δύο εκ των

τριών στοιχείων του κυκλώµατος και κατά συνέπεια µπορούµε να εφαρµόσουµε άµεσα τον κανόνα

τάσεων του Kirchhoff για να υπολογίσουµε την τάση υx.

Ξεκινώντας από τον κάτω κόµβο της πηγής των 5 V, εφαρµόζουµε τον κανόνα των τάσεων κατά

2Σηµειώστε, πως έχουµε επιλέξει ϕορτίο 1 C για λόγους απλότητας όσον αφορά τις αριθµητικές τιµές και κατά συνέπεια

το έργο που παράγουµε είναι ίσο µε (1 C)(υ1 J/C) = υ1 J έργου
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την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού και κατά µήκος του ϐρόχου - ϑα είναι λοιπόν

−5 − 7 + υx = 0

από όπου προκύπτει ότι υx = 12V.

5 V

7 V

100 V vx

+

–

ix
+
–

+–

ΣΧΗΜΑ 3.6: ΄Ενα απλό κύκλωµα µε δύο πηγές τάσης και µία απλή ωµική αντίσταση.

Σηµειώστε, πως σε αυτό το κύκλωµα µπορεί να εφαρµοσθεί και ο νόµος των εντάσεων του Kirch­

hoff, ο οποίος όµως απλά µας λέει πως όλα τα στοιχεία του κυκλώµατος διαρρέονται από το ίδιο

ϱεύµα ix. Ωστόσο πλέον γνωρίζουµε την τάση στα άκρα της αντίστασης των 100Ω. Χρησιµοποιών-

τας λοιπόν τον νόµο του Ohm ϑα πάρουµε

ix =
υx

100
=

12

100
A = 120 mA

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.2 Να προσδιορίσετε το ϱεύµα ix και την τάση υx για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.7.

+
–

+ –

3 V

1 V

10 V vx

+

–

ix

ΣΧΗΜΑ 3.7

Απαντήσεις : υx = −4 V, ix = −400 mA.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.3

Στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.8 υπάρχουν οκτώ στοιχεία κυκλώµατος. Να προσδιορίσετε

την τάση υR2 (δηλαδή την τάση κατά µήκος της αντίστασης R2) καθώς και την τάση υx.

Η καλύτερη προσέγγιση όσον αφορά τον υπολογισµό της τάσης υR2 είναι να αναζητήσουµε ένα

ϐρόχο εντός του κυκλώµατος στον οποίο να µπορούµε να εφαρµόσουµε τον νόµο των τάσεων του

Kirchhoff. Υπάρχουν πολλές επιλογές για αυτό, αλλά ο ϐρόχος που ϐρίσκεται τέρµα αριστερά,

είναι ο πλέον κατάλληλος αφού περιλαµβάνει δύο τάσεις οι οποίες είναι καθορισµένες και γνωστές.

Κατά συνέπεια, µπορούµε να ϐρούµε την τάση υR2 κατασκευάζοντας µία εξίσωση για τον νόµο των

τάσεων του Kirchhoff έτσι όπως αυτός εφαρµόζεται κατά µήκος του παραπάνω ϐρόχου, ξεκινώντας

από το σηµείο c - ϑα είναι λοιπόν

4 − 36 + υR2 = 0



52 § 3.3. Ο Ν�ΟΜΟΣ ΤΩΝ Τ�ΑΣΕΩΝ ΤΟΥ KIRCHHOFF

εξίσωση, που οδηγεί στην τιµή υR2 = 32V.

Από την άλλη πλευρά, προκειµένου να υπολογίσουµε την τάση υx, µπορούµε να την ϑεωρή-

σουµε ως το (αλγεβρικό) άθροισµα των τάσεων κατά µήκος των τριών στοιχείων που υπάρχουν στο

αριστερό µέρος του κυκλώµατος. Ωστόσο, επειδή δεν γνωρίζουµε τις τιµές αυτών των ποσοτήτων,

µία τέτοια προσέγγιση δεν ϑα µας οδηγούσε σε µία αριθµητική απάντηση. Για το λόγο αυτό,

εκείνο που κάνουµε είναι να εφαρµόσουµε τον νόµο των τάσεων του Kirchhoff ξεκινώντας από

το σηµείο c κινούµενοι προς τα πάνω και περνώντας διαδοχικά από το σηµείο a, από το σηµείο

b, διαµέσου της τάσης υx και επιστρέφοντας στο c διαµέσου του αγώγιµου σύρµατοςα΄. Στην

περίπτωση αυτή ο νόµος των τάσεων του Kirchhoff ϑα µας δώσει

+4 − 36 + 12 + 14 + υx = 0

από όπου τελικά παίρνουµε υx = 6 V

+

–

+–

4 Ω

–

+

υx

+

–

υR2

–

+

υR1

+

–

υ2 +–

+ –12 Ω

+ –14 V

R1

R2

vs1

bc

a
36 V

ΣΧΗΜΑ 3.8: ΄Ενα κύκλωµα µε οκτώ στοιχεία για το οποίο Ϲητούµε τις τιµές των υR2 και υX.

Μία εναλλακτική προσέγγιση: Γνωρίζοντας την τάση υR2 , ϑα µπορούσαµε να ακολουθήσουν

τον πιο σύντοµο δρόµο διαµέσου της αντίστασης R2 - στην περίπτωση αυτή ϑα είχαµε

−32 + 12 + 14 + υx = 0

από όπου ϑα παίρναµε και πάλι υx = 6 V.

α΄Τα σηµεία b και c καθώς και το σύρµα ανάµεσά τους, είναι όλα σηµεία του ιδίου κόµβου.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.3 Για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.9 να προσδιορίσετε (α) την τάση υR2 και (ϐ) την τάση υ2 εάν

είναι υR1
= 1 V.

+

–

+–

–8 V

–

+

vx

+

–

vR2

–

+

vR1

+

–

v2 +–

+ –7 V

– +9 V12 V

R1

R2

3 V

bc

a

ΣΧΗΜΑ 3.9

Απαντήσεις : (α) 4 V, (ϐ) −8 V.
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΄Οπως µόλις έχετε διαπιστώσει, το κλειδί για την σωστή ανάλυση ενός κυκλώµατος είναι αρχικά να

περιγράψουµε µεθοδικά όλες τις τάσεις και τα ϱεύµατα του διαγράµµατος. Με τον τρόπο αυτό, οι

προσεκτικά γραµµένες εξισώσεις των νόµων τάσεων και ϱευµάτων του Kirchhoff, ϑα οδηγήσουν στις

σωστές συσχετίσεις, ενώ εάν υπάρχουν περισσότεροι άγνωστοι από τις εξισώσεις και πρέπει να κα-

τασκευάσουµε και άλλες εξισώσεις, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για αυτό, τον νόµο του Ohm.

Αυτές οι αρχές επιδεικνύονται µε ένα πιο λεπτοµερές παράδειγµα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.4

Να προσδιορίσετε την τάση υx στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.10α.

Ξεκινούµε την επίλυση του παραδείγµατος τοποθετώντας τις κατάλληλες ετικέτες για τα ϱεύµατα

και τις τάσεις σε όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του κυκλώµατος (δείτε το Σχήµα 3.10β). Σηµειώστε,

πως η τάση υx εµφανίζεται στα άκρα της αντίστασης των 2Ω καθώς επίσης και στα άκρα της πηγής

που δηµιουργεί το ϱεύµα ix.

Εάν καταφέρουµε να υπολογίσουµε το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση των 2Ω, µπορούµε

ύστερα χρησιµοποιώντας τον νόµο του Ohm να ϐρούµε την τάση υx. Γράφοντας την κατάλληλη

εξίσωση που υπαγορεύεται από τον νόµο των ϱευµάτων του Kirchhoff, διαπιστώνουµε ότι

i2 = i4 + ix

∆υστυχώς, δεν γνωρίζουµε τις τιµές για καµία από τις δύο αυτές ποσότητες. Η λύση µας (προσω-

ϱινά) έχει περιέλθει σε αδιέξοδο.

+
–

υx

(α)

4 Ω

8 Ω

2 Ω10 Ω60 V ix

+

–

5 A

+
–

υx

(β)

4 Ω8 Ω

2 Ω10 Ω60 V ix

+

–

5 A

υ10

+

–

υ4+ –υ8+ –

i4

i10 i2

ΣΧΗΜΑ 3.10: (α) ΄Ενα κύκλωµα για το οποίο Ϲητείται η τάση υx µε τη ϐοήθεια του νόµου των τάσεων του

Kirchhoff. (ϐ) Κύκλωµα που περιέχει τις τιµές των τάσεων και των ϱευµάτων.

Επειδή γνωρίζουµε το ϱεύµα που προέρχεται από την πηγή των 60V, ίσως ϑα έπρεπε να

ϑεωρήσουµε το ενδεχόµενο να ξεκινήσουµε από εκείνη την πλευρά του κυκλώµατος. Αντί λοιπόν

να προσδιορίσουµε το υx χρησιµοποιώντας το ϱεύµα i2, ίσως ϑα ήταν δυνατόν να προσδιορίσουµε

άµεσα το υx χρησιµοποιώντας τον νόµο των τάσεων του Kirchhoff. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε

δύο εξισώσεις που σχετίζονται µε αυτόν τον νόµο, τις

−60 + υ8 + υ10 = 0

και

−υ10 + υ4 + υx = 0 [5]

Αυτό το συµπέρασµα συνιστά σαφώς µία πρόοδο : πλέον έχουµε στην διάθεσή µας δύο εξισώσεις

µε τέσσερις αγνώστους που είναι µία ϐελτίωση έναντι της προηγούµενης κατάστασης, όπου είχαµε

µία µόνο εξίσωση µε όλες τις ποσότητες άγνωστες. Στην πραγµατικότητα, χρησιµοποιώντας τον
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νόµο του Ohm, γνωρίζουµε ότι υs = 40V, αφού η αντίσταση των 8Ω διαρρέεται από ϱεύµα εντάσεως

5Α. Θα είναι λοιπόν υ10 = 0 + 60 − 40 = 20V, και η Εξίσωση [5] γίνεται

υx = 20 − υ4

Εάν λοιπόν καταφέρουµε να υπολογίσουµε την τάση υ4, το πρόβληµά µας έχει λυθεί.

Ο καλύτερος τρόπος για να ϐρούµε µία αριθµητική τιµή για την τάση υ4 στην περίπτωση

αυτή, είναι να χρησιµοποιήσουµε τον νόµο του Ohm και κατά συνέπεια χρειαζόµαστε την τιµή

του ϱεύµατος i4. Από τον νόµο των ϱευµάτων του Kirchhoff διαπιστώνουµε ότι

i4 = 5 − i10 = 5 − υ10

10
= 5 − 20

10
= 3

Θα είναι λοιπόν υ4 = (4)(3) = 12V και εποµένως υx = 20 − 12 = 8V.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.4 Για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.11 να προσδιορίσετε την τάση υx.

+
–

vx

2 V

8 V

2 V10 V30 V ix

+

–

2 A

ΣΧΗΜΑ 3.11

Απάντηση: (α) υx = 12.8 V.

3.4 ΤΟ ΚΥΚΛΩΜΑ ΑΠΛΟΥ ΒΡΟΧΟΥ

΄Εχουµε δει πως η επανειληµµένη χρήση των νόµων τάσεων και ϱευµάτων του Kirchhoff σε συνδυασµό

µε τον νόµο του Ohm, ϐρίσκει εφαρµογή σε πολύπλοκα κυκλώµατα που περιέχουν αρκετούς ϐρόχους

καθώς και ένα πλήθος διαφορετικών στοιχείων. Πριν προχωρήσουµε περαιτέρω, είναι µία καλή στιγµή

να εστιάσουµε στην έννοια των σειριακών (και στην επόµενη ενότητα, των παράλληλων) κυκλωµάτων

καθώς αυτά αποτελούν τη ϐάση για οποιοδήποτε κύκλωµα ϑελήσουµε να κατασκευάσουµε στο µέλλον.

΄Οταν όλα τα στοιχεία ενός κυκλώµατος διαρρέονται από το ίδιο ϱεύµα, τότε ϑα λέµε πως αυτά

είναι συνδεδεµένα εν σειρά. Ως παράδειγµα, ϑεωρείστε το κύκλωµα του Σχήµατος 3.10. Η πηγή των

60V είναι συνδεδεµένη σε σειρά µε την ωµική αντίσταση των 8Ω· αυτά τα δύο στοιχεία, µεταφέρουν

το ίδιο ηλεκτρικό ϱεύµα εντάσεως 5Α. Ωστόσο, η αντίσταση των 8Ω δεν είναι συνδεδεµένη σε σειρά

µε την αντίσταση των 4Ω· αυτές διαρρέονται από διαφορετικά ϱεύµατα. Σηµειώστε, πως τα στοιχεία

µπορεί να διαρρέονται από το ίδιο ϱεύµα αλλά παρόλα αυτά να µην είναι συνδεδεµένα σε σειρά·

δύο ηλεκτρικοί λαµπτήρες των 100W που ϐρίσκονται σε δύο διαφορετικά σπίτια, µπορεί κάλλιστα

να διαρρέονται από ίσες ποσότητες ϱεύµατος, αλλά προφανώς δεν µεταφέρουν το ίδιο ϱεύµα και δεν

συνδέονται σε σειρά.

Το Σχήµα 3.12α απεικονίζει ένα απλό κύκλωµα που αποτελείται από δύο µπαταρίες και δύο

αντιστάσεις. Ο κάθε ακροδέκτης, τα καλώδια σύνδεσης και οι σταγόνες της κόλλησης που κρατούν

τα σύρµατα ενωµένα υποτίθεται πως διαθέτουν µηδενική αντίσταση και όλα µαζί συνιστούν έναν

κόµβο του κυκλωµατικού διαγράµµατος που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.12β. Αµφότερες οι µπαταρίες
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µοντελοποιούνται από ιδανικές πηγές τάσης και η οποιαδήποτε εσωτερική αντίσταση που ενδεχοµένως

διαθέτουν ϑεωρείται αρκετά µικρή έτσι ώστε να αγνοηθεί τελείως. Οι δύο αντιστάσεις υποτίθεται πως

είναι ιδανικές (γραµµικές) αντιστάσεις.

Ζητούµε το ϱεύµα που διαρρέει το κάθε στοιχείο, την τάση στα άκρα του κάθε στοιχείου και την

ισχύ που απορροφάται από το κάθε στοιχείο. Το πρώτο µας ϐήµα στην ανάλυση του κυκλώµατος,

είναι η υπόθεση που ϑα κάνουµε όσον αφορά τις διευθύνσεις αναφοράς για τα άγνωστα ϱεύµατα. Ας

επιλέξουµε, εντελώς αυθαίρετα, ένα ϱεύµα i που κινείται κατά τη ϕορά των δεικτών του ϱολογιού και

το οποίο εξέρχεται από τον επάνω ακροδέκτη της πηγής τάσης που ϐρίσκεται στα αριστερά. Αυτή η

επιλογή καταδεικνύεται από το ϐέλος που συνοδεύεται από την ετικέτα i στο σηµείο του κυκλώµατος

που επισηµαίνεται στο Σχήµα 3.12γ. Μία απλή εφαρµογή του νόµου των ϱευµάτων του Kirchhoff,

διασφαλίζει πως αυτό το ίδιο ϱεύµα ϑα πρέπει επίσης να διαρρέει και κάθε άλλο στοιχείο αυτού του

κυκλώµατος. Αυτό το γεγονός επισηµαίνεται τοποθετώντας πολλά άλλα ίδια σύµβολα ϱεύµατος σε

αρκετά σηµεία του κυκλώµατος.

Το δεύτερο ϐήµα στην ανάλυσή µας είναι η επιλογή µιας τάσης αναφοράς για κάθε µία από τις δύο

ωµικές αντιστάσεις. Η παθητική συνθήκη πρόσηµου απαιτεί τον ορισµό των µεταβλητών τάσης και

έντασης της αντίστασης µε τέτοιο τρόπο ώστε το ϱεύµα να εισέρχεται στον ακροδέκτη που σχετίζεται

µε την ϑετική αναφορά τάσης. Επειδή ήδη έχουµε επιλέξει (µε αυθαίρετο τρόπο) την διεύθυνση του

ϱεύµατος, οι τάσεις υR1
και υR2 ορίζονται µε τον τρόπο που παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.12γ.

Το τρίτο ϐήµα της ανάλυσης, είναι η εφαρµογή του νόµου τάσεων του Kirchhoff στην µία και

µοναδική κλειστή διαδροµή του κυκλώµατος. Ας αποφασίσουµε να µετακινηθούµε κατά µήκος του

κυκλώµατος κατά την ϕορά των δεικτών του ϱολογιού, ξεκινώντας από την κάτω αριστερή γωνία και

να καταγράψουµε την τιµή που ϐλέπουµε για κάθε τάση για την οποία ο ακροδέκτης που συναντούµε

πρώτος είναι αυτός µε την ϑετική αναφορά, ή την αρνητική της τιµής που ϐλέπουµε, εάν για κάποια

τάση συναντήσουµε πρώτα τον ακροδέκτη που σχετίζεται µε την αρνητική τιµή αναφοράς. Θα είναι

λοιπόν

−υs1
+ υR1

+ υs2 + υR2 = 0 [6]

Στη συνέχεια, εφαρµόζουµε τον νόµο του Ohm στα δύο στοιχεία αντίστασης κατασκευάζοντας τις

εξισώσεις

υR1
= R1i και υR2 = R2i

Αντικαθιστώντας αυτές τις εκφράσεις στην Εξίσωση [6] ϑα πάρουµε

−υs1
+ R1i + υs2 + R2i = 0

Επειδή το ϱεύµα i είναι ο µόνος άγνωστος, ϐρίσκουµε ότι

i =
υs1
− υs2

R1 + R2

(α)

+

–
+
–

+ –

υs1

υs2

(β)

R1

R2

i

υR2

+

–

υR1+ –

i

ii

+
–

+ –

υs1

υs2

(γ)

R1

R2

ΣΧΗΜΑ 3.12: (α) ΄Ενα κύκλωµα απλού ϐρόχου µε τέσσερα στοιχεία. (ϐ) Το µοντέλο του κυκλώµατος µε

δοθείσες τιµές αντιστάσεων και πηγών τάσης. (γ) Στο κύκλωµα έχουν προστεθεί τα πρόσηµα αναφοράς των

τάσεων και των ϱευµάτων.
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Η τάση ή η ισχύς που σχετίζεται µε το κάθε στοιχείο, µπορεί τώρα να υπολογιστεί από τις σχέσεις

υ = Ri, p = υi ή p = i2R.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.5 Στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.12β, είναι υs1
= 120 V, υs2 = 30 V, R1 = 30Ω και R2 = 15Ω.

Να υπολογίσετε την ισχύ που απορροφάται από το κάθε στοιχείο.

Απαντήσεις : P120V = −240 W, P30V = +60 W, P30 Ω = 120 W, P15 Ω = 60 W.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.5

Να υπολογίσετε την ισχύ που απορροφάται από το κάθε στοιχείο του κυκλώµατος που

απεικονίζεται στο Σχήµα 3.13α.

2υA

30 Ω

15 Ω

+ –

120 V

+

–

υA

–

+

(α) (β)

i
2vA

30 Ω

15 Ω

υ30+
+

–

–

120 V

+

–

υA

–

+

ΣΧΗΜΑ 3.13: (α) ΄Ενα κύκλωµα απλού ϐρόχου που περιέχει µία εξαρτηµένη πηγή. (ϐ) Στο κύκλωµα

έχουν εκχωρηθεί το ϱεύµα i και η τάση υ30.

Αρχικά ϑα πρέπει να εκχωρήσουµε µία διεύθυνση αναφοράς για το ϱεύµα i καθώς και µία

πολικότητα αναφοράς για την τάση υ30 όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.13β. ∆εν υπάρχει ανάγκη να

εκχωρήσουµε µία τάση στην αντίσταση των 15Ω, αφού η τάση ελέγχου υA για την εξαρτηµένη

πηγή, είναι ήδη διαθέσιµη (ωστόσο, αξίζει να επισηµάνουµε, πως τα πρόσηµα αναφοράς για

την τάση υA είναι τα αντεστραµµένα εκείνων που έχουµε εκχωρήσει σύµφωνα µε την παθητική

συνθήκη πρόσηµου).

Αυτό το κύκλωµα περιέχει µία εξαρτηµένη πηγή τάσης η τιµή της οποίας παραµένει άγνωστη

µέχρι τον προσδιορισµό της τάσης υA. Ωστόσο, η αλγεβρική της τιµή, που είναι η 2υA µπορεί

να χρησιµοποιηθεί µε τον ίδιο τρόπο που ϑα χρησιµοποιούνταν η αριθµητική της τιµή, εάν ήταν

διαθέσιµη. Εφαρµόζοντας λοιπόν τον νόµο τάσεων του Kirchhoff κατά µήκος του ϐρόχου, έχουµε

−120 + υ30 + 2υA − υA = 0 [7]

Καταφεύγοντας στο νόµο του Ohm για να χρησιµοποιήσουµε τις γνωστές τιµές των αντιστάσεων,

έχουµε

υ30 = 30i και υA = −152i

Σηµειώστε, πως το αρνητικό πρόσηµο στην έκφραση του υA απαιτείται επειδή το ϱεύµα i εισέρχεται

στον αρνητικό ακροδέκτη του υA.

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στην Εξίσωση [7] ϑα λάβουµε

−120 + 30i − 30i + 15i = 0
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από όπου ϐρίσκουµε ότι

i = 8 A

Τέλος, υπολογίζοντας την ισχύ που απορροφάται από το κάθε στοιχείο, ϐρίσκουµε:

p120V = (120)(−8) = −960 W

p30 Ω = (8)2(30) = 1920 W

pεξαρτ. = (2υA)(8) = = 2[(−15)8](8) = −1920 W

p15 Ω = (8)2(15) = 960 W

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.6 Στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.14, να προσδιορίσετε την ισχύ που απορροφάται από το κάθε

ένα από τα πέντε στοιχεία του κυκλώµατος.

+–

12 V

30 V

8 V

7 V
+

–

vx

+

–
4vx

ΣΧΗΜΑ 3.14

Απαντήσεις : (από αριστερά προς τα δεξιά) 0.768 W, 1.92 W, 0.2048 W, 0.1792 W, −3.072 W.

Στο προηγούµενο παράδειγµα καθώς και στο πρόβληµα πρακτικής εξάσκησης, µας Ϲητήθηκε να

υπολογίσουµε την ισχύ που απορροφάται από κάθε στοιχείο του κυκλώµατος. Ωστόσο, είναι δύσκολο

να ϕανταστούµε µία κατάσταση στην οποία όλες οι απορροφώµενες ποσότητες ισχύος από όλα τα

στοιχεία να έχουν ϑετική τιµή, για τον απλό λόγο πως η ενέργεια ϑα πρέπει να προέρχεται από

κάπου. Κατά συνέπεια, από την αρχή διατήρησης της ενέργειας, αναµένουµε πως το άθροισµα της

απορροφούµενης ισχύος από το κάθε στοιχείο του κυκλώµατος ϑα είναι ίσο µε το µηδέν. Με

άλλα λόγια, τουλάχιστον µία από τις ποσότητες ϑα πρέπει να είναι αρνητική (αγνοώντας ϕυσικά την

τετριµµένη περίπτωση όπου το κύκλωµα δεν λειτουργεί). ∆ιατυπωµένο διαφορετικά, το άθροισµα της

προσφερόµενης ισχύος σε κάθε στοιχείο του κυκλώµατος ϑα πρέπει να είναι ίσο µε το µηδέν. Σε µία

ακόµη διατύπωση που ϕαίνεται πιο ϱεαλιστική, το άθροισµα της απορροφούµενης ισχύος ισούται µε

το άθροισµα της προσφερόµενης ή παραγόµενης ισχύος, δήλωση που ϕαίνεται πως αντικατοπτρίζει

πλήρως την πραγµατικότητα.

Ας ελέγξουµε την ισχύ αυτής της πρότασης χρησιµοποιώντας το κύκλωµα του Σχήµατος 3.13 του

Παραδείγµατος 3.5, το οποίο αποτελείται από δύο πηγές (µία εξαρτηµένη και µία ανεξάρτητη) και

δύο αντιστάσεις. Προσθέτοντας την ισχύ που απορροφάται από το κάθε στοιχείο, ϐρίσκουµε

∑

για όλα τα στοιχεία

pαπορροφούµενη = −960 + 1920 − 1920 + 960 = 0

Στην πραγµατικότητα (η ένδειξη που χρησιµοποιούµε είναι το πρόσηµο που σχετίζεται µε την απορ-

ϱοφούµενη ισχύ) η πηγή των 120V προσφέρει ισχύ +960 W ενώ η εξαρτώµενη πηγή προσφέρει ισχύ

+1920 W. Κατά συνέπεια, οι πηγές προσφέρουν συνολική ποσότητα ισχύος ίση µε 960 + 1920 =
2880 W. Από την άλλη πλευρά, οι αντιστάσεις αναµένεται αµφότερες να απορροφήσουν ϑετική ισχύ,
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µε το συνολικό άθροισµα της απορροφούµενης ισχύος να είναι ξανά 960 + 1920 = 2880 W. Κατά

συνέπεια, εάν λάβουµε υπ΄ όψιν όλα τα στοιχεία του κυκλώµατος, ϑα έχουµε

∑

pαπορροφούµενη =

∑

pπροσφερόµενη

όπως άλλωστε αναµέναµε.

Στρέφοντας την προσοχή µας στο Πρόβληµα πρακτικής εξάσκησης 3.6, την λύση του οποίου ο

αναγνώστης ίσως ϑα ήθελε να επαληθεύσει, διαπιστώνουµε πως το άθροισµα των απορροφούµενων

τιµών ισχύος είναι ίσο µε 0.768+ 1.92+ 0.2048+ 0.1792− 3.072 = 0. Είναι αρκετά ενδιαφέρον το ότι η

ανεξάρτητη πηγή των 12V απορροφά ισχύ +1.92 W, κάτι που σηµαίνει ότι αυτή η ισχύς αναλώνεται

και δεν προσφέρεται. Αντίθετα, η εξαρτώµενη πηγή τάσης ϕαίνεται να προσφέρει όλη την ισχύ σε

αυτό το συγκεκριµένο κύκλωµα. Είναι δυνατόν να συµβεί κάτι τέτοιο ; Συνήθως αναµένουµε από µία

πηγή να προσφέρει ϑετική ισχύ, αλλά επειδή στα κυκλώµατά µας χρησιµοποιούµε ιδανικές πηγές,

είναι στην πραγµατικότητα δυνατό να έχουµε εισροή σε µία πηγή καθαρής ϱοής ισχύος. Εάν το

κύκλωµα µεταβληθεί µε κάποιο τρόπο, αυτή η ίδια πηγή µπορεί να ϐρεθεί να προσφέρει ϑετική ισχύ.

Το αποτέλεσµα δεν είναι γνωστό µέχρι να ολοκληρωθεί η ανάλυση του κυκλώµατος.

3.5 ΤΟ ΚΥΚΛΩΜΑ ΑΠΛΟΥ ΖΕΥΓΟΥΣ ΚΟΜΒΩΝ

Το έτερον ήµισυ του κυκλώµατος απλού ϐρόχου που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 3.4, είναι το κύ-

κλωµα απλού Ϲεύγους κόµβων στο οποίο ένας οποιοσδήποτε αριθµός από απλά στοιχεία συνδέονται

ανάµεσα στο ίδιο Ϲεύγος κόµβων. ΄Ενα παράδειγµα τέτοιου κυκλώµατος παρουσιάζεται στο Σχήµα

3.15α. Η εφαρµογή του νόµου των τάσεων του Kirchhoff µας οδηγεί στο συµπέρασµα πως η τάση

στα άκρα του κάθε κλάδου είναι η ίδια µε την τάση που αναπτύσσεται στα άκρα όλων των υπόλοιπων

κλάδων. Τα στοιχεία σε ένα κύκλωµα που χαρακτηρίζονται από κοινή διαφορά δυναµικού ανάµεσα στα

άκρα τους, λέµε ότι συνδέονται παράλληλα.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.6

Να προσδιορίσετε το ϱεύµα, την τάση και την ισχύ που σχετίζονται µε κάθε στοιχείο του

κυκλώµατος του Σχήµατος 3.15α.

Για την επίλυση του παραδείγµατος, αρχικά ορίζουµε µία διαφορά δυναµικού υ και επιλέγουµε

αυθαίρετα την πολικότητά της όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.15β. Επίσης, επιλέγουµε δύο ϱεύµατα

που διαρρέουν τις δύο αντιστάσεις, µε την επιλογή τους να γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να

ϐρίσκεται σε συµφωνία µε την παθητική συνθήκη πρόσηµου, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.15β.

(α)

Ω120 A 30 AR1 R2

(β)

120 A 30 AR1 R2v

+

–
i1 i2

1
15

Ω
1

30
Ω

1
15

Ω
1

30

ΣΧΗΜΑ 3.15: (α) ΄Ενα κύκλωµα απλού Ϲεύγους κόµβων. (ϐ) Στο κύκλωµα έχουν εκχωρηθεί µία τάση και

δύο ϱεύµατα.

Ο προσδιορισµός είτε του ϱεύµατος i1 είτε του ϱεύµατος i2 ϑα µας επιτρέψει να υπολογίσουµε

µία τιµή για την τάση υ. Κατά συνέπεια, το επόµενο ϐήµα µας ϑα είναι να εφαρµόσουµε τον νόµο

των εντάσεων του Kirchhoff σε οποιονδήποτε από τους δύο κόµβους του κυκλώµατος. Εξισώνοντας
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το αλγεβρικό άθροισµα των ϱευµάτων που εξέρχονται από τον επάνω κόµβο µε το µηδέν, έχουµε

−120 + i1 + 30 + i2 = 0

Εκφράζοντας αµφότερα τα ϱεύµατα συναρτήσει της τάσης υ χρησιµοποιώντας το νόµο του Ohm

ϑα πάρουµε

i1 = 30υ και i2 = 15υ

και εποµένως ϑα είναι

−120 + 30υ + 30 + 15υ = 0

Επιλύοντας αυτή την εξίσωση ως προς την τάση υ ϑα πάρουµε

υ = 2 V

και χρησιµοποιώντας ξανά τις παραπάνω εξισώσεις του νόµου του Ohm έχουµε

i1 = 60 A και i2 = 30 A

Στο σηµείο αυτό είµαστε πλέον σε ϑέση να υπολογίσουµε την ισχύ που απορροφάται από το κάθε

στοιχείο. ΄Ετσι, για τις δύο αντιστάσεις έχουµε

pR1
= 30(2)2

= 120 W και pR2 = 15(2)2
= 60 W

ενώ για τις δύο πηγές έχουµε

p120A = 120(−2) = −240 W και p30A = 30(2) = 60 W

Παρατηρείστε, πως επειδή η πηγή των 120Α απορροφά αρνητική ισχύ 240 W, στην πραγµα-

τικότητα προσφέρει ισχύ στα υπόλοιπα στοιχεία του κυκλώµατος. Με εντελώς ανάλογο τρόπο

ϐρίσκουµε πως η πηγή των 30Α στην πραγµατικότητα δεν προσφέρει αλλά απορροφά ισχύ.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.7 Θεωρώντας το κύκλωµα του Σχήµατος 3.16, να προσδιορίσετε την τάση υ.

5 A 6 A1 A10 V 10 Vv

+

–

ΣΧΗΜΑ 3.16

Απάντηση: 50 V.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.7

Να προσδιορίσετε την τάση υ και την ισχύ που προσφέρεται από την ανεξάρτητη πηγή

ϱεύµατος του Σχήµατος 3.17.
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2 kV2ix6 kV 24 mAv

+

–

ix

i6

ΣΧΗΜΑ 3.17: Σε ένα κύκλωµα απλού Ϲεύγους κόµβων που περιέχει µία εξαρτηµένη πηγή, εκχωρούν-

ται µία τάση υ και ένα ϱεύµα i6.

Χρησιµοποιώντας τον νόµο των εντάσεων του Kirchhoff, το άθροισµα των ϱευµάτων που εγκα-

ταλείπουν τον επάνω κόµβο ϑα πρέπει να είναι ίσο µε το µηδέν - ϑα είναι λοιπόν

i6 − 2ix − 0.024 − ix = 0

Σηµειώστε για µία ακόµη ϕορά, πως η τιµή της ανεξάρτητης πηγής (2ix) αντιµετωπίζεται όπως και

ένα οποιοδήποτε άλλο ϱεύµα, ακόµη και εάν η ακριβή της τιµή δεν είναι γνωστή πριν ολοκληρωθεί

η ανάλυση του κυκλώµατος.

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τον νόµο του Ohm σε κάθε ωµική αντίσταση καταλήγοντας στις

εξισώσεις

i6 =
υ

6000
και ix =

−υ
2000

και κατά συνέπεια ϑα είναι

υ

6000
− 2
( −υ
2000

)

− 0.024 −
( −υ
2000

)

= 0

από όπου προκύπτει ότι υ = (600)(0.024) = 14.4 V.

Στο σηµείο αυτό, µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε οποιαδήποτε άλλη πληροφορία ενδε-

χοµένως αναζητούµε για αυτό το κύκλωµα, σε ένα απλό ϐήµα. Για παράδειγµα, η ισχύς που

προσφέρεται από την ανεξάρτητη πηγή είναι p24 = 14.4(0.024) = 0.3456 W (δηλαδή 3.456 mW).

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.8 Θεωρώντας το κύκλωµα απλού Ϲεύγους κόµβων του Σχήµατος 3.18, να υπολογίσετε τα

ϱεύµατα iA, iB και iC.

2 A0.1vx 9 V18 V5.6 A vx

+

–

iBiA iC

ΣΧΗΜΑ 3.18

Απάντηση: 3 A, −5.4 A, 6 A.

3.6 ΠΗΓΕΣ ΠΟΥ ΣΥΝ∆ΕΟΝΤΑΙ ΕΝ ΣΕΙΡΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ

Αποδεικνύεται πως κάποιες από τις εξισώσεις που έχουµε γράψει για τα σειριακά και τα παράλληλα

κυκλώµατα, µπορούν να αποφευχθούν εάν συνδυάσουµε τις πηγές που υπάρχουν σε αυτά. Σηµειώστε
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ωστόσο, πως όλες οι συσχετίσεις ανάµεσα στα ϱεύµατα, στις τάσεις και στις τιµές ισχύος στο υπόλοιπο

τµήµα του κυκλώµατος, ϑα παραµείνουν αµετάβλητες. Για παράδειγµα, ένα πλήθος πηγών τάσεων

συνδεδεµένων σε σειρά, µπορούν να αντικατασταθούν από µία ισοδύναµη πηγή τάσης η τάση της

οποία ισούται µε το αλγεβρικό άθροισµα των τάσεων όλων των επιµέρους πηγών (δείτε το Σχήµα

3.19α). Από την άλλη πλευρά, πηγές ϱεύµατος που συνδέονται παράλληλα, µπορούν και αυτές να

συνδυαστούν σε µία απλή πηγή, προσθέτοντας τα επιµέρους ϱεύµατα, µε την σειρά των παράλληλων

στοιχείων να µπορεί να αλλάξει σύµφωνα µε τις επιθυµίες µας (δείτε το Σχήµα 3.19β).

=

(β)

i1 i2 i3 i1 – i2 + i3
=

(α)

υ1

υ2
+
–

υ1 + υ2 – υ3

υ3

+
–

+
–

+
–

ΣΧΗΜΑ 3.19: (α) Πηγές τάσης που είναι συνδεδεµένες εν σειρά µπορούν να αντικατασταθούν από µία απλή

πηγή. (ϐ) Πηγές ϱεύµατος που είναι συνδεδεµένες παράλληλα µπορούν να αντικατασταθούν από µία απλή

πηγή.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.8

Να προσδιορίσετε το ϱεύµα στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.20α αφού πρώτα συνδυάσετε τις

πηγές τάσης σε µία απλή ισοδύναµη πηγή τάσης.

Προκειµένου να είµαστε σε ϑέση να συνδυάσουµε µεταξύ τους τις επιµέρους πηγές τάσης, αυτές

ϑα πρέπει να είναι συνδεδεµένες εν σειρά. Παρατηρώντας πως όλες αυτές οι πηγές διαρρέονται

από το ίδιο ϱεύµα (i), αυτή η συνθήκη ικανοποιείται.

Ξεκινώντας από την κάτω αριστερά γωνία και κινούµενη κατά την ϕορά των δεικτών του

ϱολογιού, έχουµε

−3 − 9 − 5 + 1 = −16 V

και κατά συνέπεια µπορούµε να αντικαταστήσουµε τις τέσσερις πηγές τάσης µε µία απλή πηγή

των 16 V η οποία ϑα έχει το αρνητικό σηµείο αναφοράς της όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.20β.

(α)

+
–

+
–

9 V

5 V

1 V

3 V

–

+

100 Ω

220 Ω

(β)

+
–

16 V

100 Ω

ii

(γ)

–
+

16 V

100 Ω

220 Ω 220 Ω

i

+–

ΣΧΗΜΑ 3.20
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Συνδυάζοντας τον νόµο των τάσεων του Kirchhoff µε τον νόµο του Ohm ϑα λάβουµε

−16 + 100i + 220i = 0

ή ισοδύναµα

i =
16

320
= 50 mA

Σηµειώστε, πως το κύκλωµα του Σχήµατος 3.20γ είναι επίσης ισοδύναµο, ένα γεγονός που επα-

ληθεύεται εύκολα υπολογίζοντας το ϱεύµα i.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.9 Να προσδιορίσετε το ϱεύµα i στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.21 αφού πρώτα αντικαταστήσετε

τις τέσσερις πηγές µε µία απλή ισοδύναµη πηγή.

+
–

4 V

3 V

5 V

–
+

1 V

– +

–
+

47 V

7 V

i

ΣΧΗΜΑ 3.21

Απάντηση: −54 A.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.9

Να προσδιορίσετε την τάση υ στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.22α αφού πρώτα συνδυάσετε

τις πηγές ϱεύµατος σε µία απλή ισοδύναµη πηγή ϱεύµατος.

Οι πηγές ϱεύµατος µπορούν να συνδυαστούν σε µία απλή πηγή ϱεύµατος, εάν στα άκρα της κάθε

µία από αυτές εµφανίζεται η ίδια διαφορά δυναµικού, κάτι που συµβαίνει, όπως εύκολα µπορεί

να επαληθευτεί. Κατά συνέπεια, δηµιουργούµε µία νέα πηγή ϱεύµατος µε το ϐέλος της να δείχνει

προς τον επάνω κόµβο, προσθέτοντας τα ϱεύµατα που εισέρχονται σε αυτόν τον κόµβο - ϑα είναι

λοιπόν

2.5 − 2.5 − 3 = −3 A

Το ισοδύναµο κύκλωµα που προκύπτει µε τον τρόπο αυτό, παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.22β.

5 Ω 5 Ωv

+

–

2.5 A 2.5 A 3 A

(α)

5 Ω 5 Ωυ

+

–

3 A

(γ)

5 Ω 5 Ωυ

+

–

–3 A

(β)

ΣΧΗΜΑ 3.22
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Στην περίπτωση αυτή, η εφαρµογή του νόµου εντάσεων του Kirchhoff µας δίνει

−3 +
υ

5
+
υ

5
= 0

Επιλύοντας ως προς υ, ϐρίσκουµε υ = 7.5 V.

΄Ενα άλλο ισοδύναµο κύκλωµα παρουσιάζεται στο Σχήµα 9.22γ.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.10 Να προσδιορίσετε την τάση υ του κυκλώµατος του Σχήµατος 3.23 αφού πρώτα αντικατα-

στήσετε τις τρεις πηγές µε µία απλή ισοδύναµη πηγή.

10 V10 V v

+

–

5 A 6 A1 A

ΣΧΗΜΑ 3.23

Απάντηση: 50 V.

Προκειµένου να ολοκληρώσουµε τη συζήτηση περί των συνδυασµών των πηγών σε σειρά και πα-

ϱάλληλα, ας ϑεωρήσουµε την παράλληλη σύνδεση δύο πηγών τάσης και την εν σειρά σύνδεση δύο

πηγών ϱεύµατος. Για παράδειγµα, ποια είναι η ισοδύναµη πηγή τάσης, δύο πηγών τάσης, µιας των

5 V και µιας των 3 V, οι οποίες συνδέονται παράλληλα ; Από τον ορισµό µιας πηγής τάσης, η τάση στα

άκρα της πηγής δεν µπορεί να µεταβληθεί· κατά συνέπεια, από τον νόµο του Kirchhoff, το 5 ϑα είναι

ίσο µε το 10 και ερχόµαστε αντιµέτωποι µε µία υποτιθέµενη ϕυσικώς αδύνατη κατάσταση. Εποµένως,

η παράλληλη σύνδεση ιδεατών πηγών τάσης είναι επιτρεπτή µόνο όταν η κάθε µία από αυτές έχει την

ίδια τάση ακροδέκτη σε κάθε χρονική στιγµή. Με εντελώς ανάλογο τρόπο, δύο πηγές ϱεύµατος δεν

γίνεται να τοποθετηθούν σε σειρά, παρά µόνον εάν η κάθε µία από αυτές έχει το ίδιο ϱεύµα σε κάθε

χρονική στιγµή, συµπεριλαµβανοµένου του πρόσηµου του.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.10

Να προσδιορίσετε ποια από τα κυκλώµατα του Σχήµατος 3.24 είναι έγκυρα κυκλώµατα.

Το κύκλωµα του Σχήµατος 3.24α αποτελείται από δύο πηγές τάσης συνδεδεµένες παράλληλα. Η

τιµή της κάθε πηγής τάσης είναι διαφορετική και κατά συνέπεια αυτό το κύκλωµα παραβιάζει τον

νόµο τάσεων του Kirchhoff. Για παράδειγµα, εάν µία αντίσταση τοποθετηθεί παράλληλα µε την

τάση των 5 V, ϑα είναι συνδεδεµένη επίσης παράλληλα και µε την τάση των 10 V. Η πραγµατι-

κή τάση στα άκρα της είναι εποµένως ασαφής και είναι προφανές πως το κύκλωµα δεν µπορεί

να κατασκευαστεί µε τον τρόπο που επισηµαίνεται στο σχήµα. Εάν προσπαθήσουµε να κατα-

σκευάσουµε ένα τέτοιο κύκλωµα στον πραγµατικό κόσµο, ϑα διαπιστώσουµε πως είναι αδύνατο

να ϐρούµε "ιδανικές" πηγές τάσης - αφού όλες οι πηγές που χρησιµοποιούνται στα πραγµατι-

κά κυκλώµατα διαθέτουν εσωτερική αντίσταση. Η παρουσία µιας τέτοιας αντίστασης επιτρέπει

την ύπαρξη µιας διαφοράς δυναµικού ανάµεσα στις δύο πραγµατικές πηγές. Στηριζόµενοι στην

παραπάνω λογική µπορούµε να διατυπώσουµε το συµπέρασµα πως το κύκλωµα του Σχήµατος

3.24β είναι πέρα για πέρα έγκυρο.
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+
–

5 V
+
–

10 V

(α)

+
–

R

2 V
+
–

14 V

(β)

R

1 A

1 A

(γ)

ΣΧΗΜΑ 3.24: (α) έως (γ) Παραδείγµατα κυκλωµάτων µε πολλαπλές πηγές ορισµένα από τα οποία παρα-

ϐιάζουν τους νόµους του Kirchoff.

Τέλος, το κύκλωµα του Σχήµατος 3.24γ παραβιάζει τον νόµο ϱευµάτων του Kirchhoff, αφού

είναι ασαφές ποιο από τα δύο ϱεύµατα ϱέει δια µέσου της ωµικής αντίστασης R.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.11 Να αποφανθείτε για το εάν το κύκλωµα του Σχήµατος 3.25 παραβιάζει κάποιον από τους

νόµους του Kirchhoff.

R5 A 3 A

ΣΧΗΜΑ 3.25

Απάντηση: ΄Οχι. Ωστόσο, εάν είχε αποµακρυνθεί η ωµική αντίσταση, το κύκλωµα που ϑα προέ-

κυπτε ϑα το έκανε.

3.7 ΑΝΤΙΣΤΑΣΕΙΣ ΕΝ ΣΕΙΡΑ ΚΑΙ ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ

Σε αρκετές περιπτώσεις είναι δυνατό να αντικαταστήσουµε πολύπλοκους σχετικά συνδυασµούς αντι-

στάσεων µε µία απλή ισοδύναµη ωµική αντίσταση. Αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιµο, όταν δεν ενδιαφέρο-

µαστε ιδιαίτερα για το ϱεύµα ή την ισχύ που σχετίζεται µε οποιαδήποτε από τις αντιστάσεις αυτού του

συνδυασµού. Σηµειώστε, πως όλες οι συσχετίσεις που υφίστανται ανάµεσα στα ϱεύµατα, στις τάσεις και

στις τιµές ισχύος του υπόλοιπου τµήµατος του κυκλώµατος, παραµένουν αµετάβλητα.

Θεωρείστε τον εν σειρά συνδυασµό των N ωµικών αντιστάσεων που απεικονίζονται στο Σχήµα

3.26α. Επιθυµούµε να απλοποιήσουµε αυτό το κύκλωµα αντικαθιστώντας αυτές τις N αντιστάσεις µε

µία απλή ωµική αντίσταση Rισοδ., έτσι ώστε το υπόλοιπο τµήµα του κυκλώµατος, δηλαδή στην προκει-

µένη περίπτωση η µοναδική πηγή τάσης που αποµένει, να µην αντιληφθεί πως έχει πραγµατοποιηθεί

η οποιαδήποτε µεταβολή. Το ϱεύµα, η τάση και η ισχύς της πηγής ϑα πρέπει να είναι τα ίδια πριν

και µετά από αυτή την αντικατάσταση.

Αρχικά εφαρµόζουµε τον κανόνα των τάσεων του Kirchhoff γράφοντας την εξίσωση

υs = υ1 + υ2 + · · · + υN

και στη συνέχεια τον νόµο του Ohm από όπου ϑα πάρουµε

υs = R1i + R2i + · · · + RNi = (R1 + R2 + · · · + RN)i
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υ1+ – υ2+ – υN+ –

(α)

R1 R2 RN

vs
++
––

i

(β)

Rισοδ
vs

+
–

i

ΣΧΗΜΑ 3.26: (α) Σειριακός συνδυασµός N αντιστάσεων. (ϐ) Ισοδύναµο ηλεκτρικό κύκλωµα.

Στο σηµείο αυτό ας συγκρίνουµε αυτό το αποτέλεσµα µε την απλή εξίσωση που εφαρµόζεται στο

ισοδύναµο κύκλωµα που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.26β και η οποία είναι η3

υs = Rισοδ.i

Κατά συνέπεια, η τιµή της ισοδύναµης αντίστασης για τις N συνδεδεµένες εν σειρά αντιστάσεις είναι

Rισοδ. = R1 + R2 + · · · + RN [8]

Εποµένως µπορούµε να αντικαταστήσουµε ένα δίκτυο δύο ακροδεκτών που αποτελείται από N αντι-

στάσεις συνδεδεµένες εν σειρά, µε ένα απλό στοιχείο Rισοδ. δύο ακροδεκτών το οποίο χαρακτηρίζεται

από την ίδια συσχέτιση τάσης - έντασης.

Θα πρέπει για µία ακόµη ϕορά να τονίσουµε πως ϑα µπορούσε να µας ενδιαφέρει το ϱεύµα,

η τάση ή η ισχύς που σχετίζεται µε κάποιο από τα αρχικά στοιχεία. Για παράδειγµα, η τάση µιας

εξαρτηµένης πηγής τάσης ίσως εξαρτάται από την τάση στα άκρα της αντίστασης R3. Από τη στιγµή

που η R3 συνδυαστεί µε αρκετές συνδεδεµένες εν σειρά αντιστάσεις για να σχηµατίσει µία ισοδύναµη

αντίσταση, αυτή πλέον δεν είναι διαθέσιµη και η τάση στα άκρα της δεν µπορεί να καθοριστεί µέχρι

να ταυτοποιηθεί η αντίσταση R3 αποµακρυνόµενη από το συνδυασµό αντιστάσεων. Στην περίπτωση

αυτή, ϑα ήταν καλύτερο να προβλέψουµε εξ΄ αρχής αυτή την κατάσταση και να µην εντάξουµε την R3

στην οµάδα των αντιστάσεων που ϑα αντικατασταθούν από την ισοδύναµη αντίσταση Rισοδ..

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.11

Χρησιµοποιώντας συνδυασµούς αντιστάσεων και πηγών να προσδιορίσετε το ϱεύµα i του

Σχήµατος 3.27α καθώς και την ισχύ που διανέµεται από την πηγή των 80V.

Αρχικά εναλλάσσουµε τις ϑέσεις των στοιχείων στο κύκλωµα προσπαθώντας όµως να µην αλλοιώ-

σουµε την λογική σύνδεση των πηγών, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.27β. Το επόµενο ϐήµα είναι να

συνδυάσουµε τις τρεις πηγές τάσης σε µία ισοδύναµη πηγή των 80V και τις τέσσερις αντιστάσεις

σε µία ισοδύναµη αντίσταση των 30Ω, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.27γ. Με τον τρόπο αυτό, αντί

να γράψουµε

−80 + 10i − 30 + 7i + 5i + 20 + 8i = 0

ϑα έχουµε απλά

−90 + 30i = 0

3Χρήσιµη υπόδειξη : η προσεκτική µελέτη της εξίσωσης του νόµου τάσεων του Kirchhoff για κάθε εν σειρά κύκλωµα, ϑα

µας δείξει πως η σειρά µε την οποία τοποθετούνται τα στοιχεία σε ένα τέτοιο κύκλωµα, δεν έχει καµία σηµασία.
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από όπου προκύπτει ότι

i = 3A

Προκειµένου να υπολογίσουµε την ισχύ που προσφέρεται στο κύκλωµα από την πηγή των 80V

που εµφανίζεται σε αυτό, είναι αναγκαίο να επιστρέψουµε στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.27α γνω-

ϱίζοντας πλέον πως το ϱεύµα είναι ίσο µε 3Α. Στην περίπτωση αυτή η επιθυµητή ισχύς ϐρίσκεται

ίση µε 80V×3A=240W.

30 V– +

(α)

80 V
+
–

+
–

i

8 Ω

10 Ω 7 Ω

20 V

5 Ω

+
–

+ –

i

80 V

10 Ω

30 V

20 V

– +

8 Ω

7 Ω

5 Ω

(β)
(γ)

90 V
+
–

i

30 Ω

ΣΧΗΜΑ 3.27: (α) ΄Ενα σειριακό κύκλωµα µε αρκετές πηγές και αντιστάσεις. (ϐ) Τα στοιχεία αναδιατάσ-

σονται για λόγους ευκρίνειας. (γ) ΄Ενα απλούστερο ισοδύναµο κύκλωµα.

Είναι ενδιαφέρον να επισηµάνουµε πως κανένα στοιχείο του αρχικού κυκλώµατος δεν παρα-

µένει στο ισοδύναµο κύκλωµα.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.12 Να προσδιορίσετε το ϱεύµα i στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.28.

+
–

+
–

+–

i

5 V 5 V

15 V
5 V

5 V

25 V

ΣΧΗΜΑ 3.28

Απάντηση: i = −33 mA.

Παρόµοιες απλοποιήσεις µπορούν να εφαρµοσθούν και στα παράλληλα κυκλώµατα. ΄Ενα κύκλω-

µα που περιέχει N αντιστάσεις συνδεδεµένες παράλληλα, όπως αυτό του Σχήµατος 3.29α, µας οδηγεί

σε µία εξίσωση νόµου ϱευµάτων του Kirchhoff της µορφής

is = i1 + i2 + · · · + iN
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R2R1
is RNυ

+

–

i2i1 iN

(α)

...

...

is Rισοδυ

+

–

(β)

ΣΧΗΜΑ 3.29

ή ισοδύναµα

is =
υ

R1
+
υ

R2
+ · · · + υ

RN
=
υ

Rισοδ.

από όπου προκύπτει ότι

1

Rισοδ.

=
1

R1
+

1

R2
+ · · · + 1

RN
[9]

εξίσωση που µπορεί να γραφεί και ως

R−1
ισοδ. = R−1

1 + R−1
2 + · · · + R−1

N

ή συναρτήσει των αγωγιµοτήτων ως

Gισοδ. = G1 + G2 + · · · + GN

Το απλοποιηµένο (ισοδύναµο) κύκλωµα παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.29β.

΄Ενας παράλληλος συνδυασµός πολύ συχνά περιγράφεται από τον επόµενο συντοµογραφικό συµ-

ϐολισµό :

Rισοδ. = R1 ‖ R2 ‖ R3

Η ειδική περίπτωση που περιλαµβάνει µόνο δύο αντιστάσεις συνδεδεµένες παράλληλα συναντάται

αρκετά συχνά στην πράξη και περιγράφεται από την εξίσωση

Rισοδ. = R1 ‖ R2 =
1

1

R1
+

1

R2

ή πιο απλά

Rισοδ. =
R1R2

R1 + R2
[10]

Η τελευταία σχέση αξίζει να αποµνηµονευτεί αν και είναι πολύ συνηθισµένο λάθος να προσπαθήσουµε

να γενικεύσουµε την Εξίσωση [10], δηλαδή να γράψουµε για παράδειγµα

Rισοδ. =
R1R2R3

R1 + R2 + R3

κάτι που ϕυσικά δεν είναι σωστό. Πράγµατι, µία απλή εξέταση αυτής της εξίσωσης όσον αφορά τις

µονάδες µέτρησης ϑα µας οδηγήσει στο συµπέρασµα πως η παραπάνω σχέση είναι λάθος.
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ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.13 Να προσδιορίσετε την τάση υ στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.30 συνδυάζοντας πρώτα τις τρεις

πηγές ϱεύµατος σε µία απλή πηγή και στη συνέχεια τις δύο αντιστάσεις των 10Ω σε µία

απλή αντίσταση.

10 V10 V v

+

–

5 A 6 A1 A

ΣΧΗΜΑ 3.30

Απάντηση: 50 V.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.12

Να υπολογίσετε την ισχύ και την τάση της εξαρτηµένης πηγής του Σχήµατος 3.31α.

Για την επίλυση του παραδείγµατος ϑα πρέπει να απλοποιήσουµε το κύκλωµα πριν το αναλύσου-

µε, αλλά ϑα πρέπει να προσέξουµε ώστε να µην συµπεριλάβουµε σε αυτή την απλοποίηση την

εξαρτηµένη πηγή, αφού ενδιαφερόµαστε για τα χαρακτηριστικά της που σχετίζονται µε την τάση

της και την ισχύ της.

Αν και στο κυκλωµατικό διάγραµµα οι δύο ανεξάρτητες πηγές ϱεύµατος δεν είναι σχεδιασµέ-

νες η µία δίπλα στην άλλη, ωστόσο, στην πραγµατικότητα συνδέονται παράλληλα και για το λόγο

αυτό µπορούµε να τις αντικαταστήσουµε από µία πηγή ϱεύµατος των 2Α.

4 A0.9i3

15 Ω

6 Ω 6 Ω

3 Ω6 A υx

+

–

i3

9 Ω

(α)

0.9i33 Ω 9 Ω 18 Ω

(β)

2 A υ

+

–

i3

0.9i3 3 Ω2 A 6 Ωυ

+

–

i3

(γ)

ΣΧΗΜΑ 3.31: (α) ΄Ενα κύκλωµα πολλαπλών κόµβων. (ϐ) Οι δύο ανεξάρτητες πηγές ϱεύµατος συνδυάζονται

σε µία πηγή των 2 Α ενώ η αντίσταση των 15Ω και οι δύο παράλληλες αντιστάσεις των 6Ω που συνδέονται

εν σειρά µαζί της, αντικαθίστανται µε µία απλή αντίσταση των 18Ω. (γ) ΄Ενα απλοποιηµένο ισοδύναµο

κύκλωµα.

Οι δύο αντιστάσεις των 6Ω είναι συνδεδεµένες παράλληλα και µπορούν να αντικατασταθούν

από µία απλή αντίσταση των 3Ω η οποία ϑα είναι συνδεδεµένη εν σειρά µε την αντίσταση των 15Ω.

Κατά συνέπεια αυτές οι δύο εν σειρά συνδεδεµένες αντιστάσεις των 3Ω και των 15Ω µπορούν να
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αντικατασταθούν από µία απλή αντίσταση των 18Ω (δείτε το Σχήµα 3.31β).

Αν και ίσως είναι αρκετά δελεαστικό, δεν ϑα πρέπει να συνδυάσουµε τις υπόλοιπες τρεις αν-

τιστάσεις· το ϱεύµα ελέγχου i3 εξαρτάται από την αντίσταση των 3Ω και κατά συνέπεια αυτή η

αντίσταση ϑα πρέπει να µείνει ανέγγιχτη. Κατά συνέπεια, η µοναδική περαιτέρω απλοποίηση

που µπορεί να γίνει, είναι η 9Ω ‖ 18Ω = 6Ω όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.31γ.

Εφαρµόζοντας τον νόµο των εντάσεων του Kirchhoff στον επάνω κόµβο του Σχήµατος 3.31γ

έχουµε

−0.9i3 − 2 + i3 +
υ

6
= 0

Χρησιµοποιώντας τον νόµο του Ohm µπορούµε να γράψουµε ότι

υ = 3i3

από όπου µπορούµε να υπολογίσουµε το ϱεύµα i3 ως

i3 =
10

3
A

Κατά συνέπεια, η διαφορά δυναµικού στα άκρα της εξαρτηµένης πηγής (η οποία είναι η ίδια µε

τη διαφορά δυναµικού στα άκρα της αντίστασης των 3Ω) είναι

υ = 3i3 = 10 V

Εποµένως, η εξαρτώµενη πηγή προσφέρει υ × 0.9i3 = 10(0.9)(10/3) = 30 W ισχύος στο υπόλοιπο

τµήµα του κυκλώµατος.

Τώρα εάν αργότερα µας Ϲητηθεί να υπολογίσουµε την ισχύ που αναλώθηκε στην αντίσταση

των 15Ω, ϑα πρέπει να επιστρέψουµε στο αρχικό κύκλωµα. Αυτή η αντίσταση είναι συνδεδεµένη

εν σειρά µε µία ισοδύναµη αντίσταση των 3Ω. Παρατηρώντας πως στα άκρα της αντίστασης των

18Ω υφίσταται µία διαφορά δυναµικού ίση µε 10 V, ϑα υπάρχει ένα ϱεύµα έντασης 5/9 Α που

ϑα διαρρέει την αντίσταση των 15Ω και κατά συνέπεια, η ισχύς που απορροφάται από αυτό το

στοιχείο ϑα είναι ίση µε (5/9)2(15) δηλαδή ίση µε 4.63 W.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.14 Για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.32 να προσδιορίσετε την τάση υx.

5 Ω

5 Ω

6 Ω 9 Ω

3 Ω3 Ω

3 Ω 3 Ω

1 A vx

+

–

i3

ΣΧΗΜΑ 3.32

Απάντηση: 2.819 V.
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+
–

(α)

υs R

(β)

υs
+
–

R3

R2

R1

R7

R5 R4

R6R8
(γ)

υs
+
–

RCRB

RA

RD RE

iB
iA

is

ΣΧΗΜΑ 3.33: (α) Αυτά τα δύο στοιχεία κυκλώµατος συνδέονται τόσο εν σειρά όσο και παράλληλα. (ϐ) Οι

αντιστάσεις R2 και R3 συνδέονται παράλληλα, ενώ οι αντιστάσεις R1 και R8 συνδέονται εν σειρά. (γ) Σε αυτό το

κύκλωµα δεν υπάρχουν στοιχεία που να συνδέονται εν σειρά ή παράλληλα µε άλλα στοιχεία.

Στο σηµείο αυτό ϑα παραθέσουµε τρία τελικά σχόλια όσον αφορά τους εν σειρά και τους πα-

ϱάλληλους συνδυασµούς, τα οποία µπορεί να αποδειχθούν ιδιαίτερα χρήσιµα. Το πρώτο από αυτά

επιδεικνύεται στο Σχήµα 3.33α για το οποίο ας διατυπώσουµε το ερώτηµα: Τα στοιχεία υs και R
είναι συνδεδεµένα εν σειρά, ή παράλληλα; Η απάντηση είναι πως αυτά χαρακτηρίζονται και από

τους δύο τρόπους σύνδεσης. Τα δύο στοιχεία διαρρέονται από το ίδιο ϱεύµα και κατά συνέπεια είναι

συνδεδεµένα εν σειρά, αλλά ταυτόχρονα διατηρούν στα άκρα τους την ίδια τάση και κατά συνέπεια

είναι συνδεδεµένα παράλληλα.

Το δεύτερο σχόλιο συνιστά στην πραγµατικότητα µία προειδοποίηση. Τα κυκλώµατα µπορούν

να σχεδιαστούν µε τέτοιο τρόπο, ώστε να είναι γενικά δύσκολο να εντοπιστούν οι εν σειρά και οι

παράλληλοι συνδυασµοί. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 3.33β οι µοναδικές δύο αντιστάσεις που είναι

συνδεδεµένες παράλληλα είναι οι R2 και R3 ενώ οι µοναδικές δύο αντιστάσεις που είναι συνδεδεµένες

εν σειρά είναι οι R1 και R8.

Το τελευταίο σχόλιο µας λέει απλά πως ένα απλό στοιχείο κυκλώµατος δεν χρειάζεται να είναι

συνδεδεµένο εν σειρά ή παράλληλα µε κάποιο άλλο απλό στοιχείο κυκλώµατος µέσα σε ένα κύκλωµα.

Για παράδειγµα, οι αντιστάσεις R4 και R5 στο Σχήµα 3.33β δεν συνδέονται εν σειρά ή παράλληλα µε

κανένα άλλο απλό στοιχείο του κυκλώµατος, ενώ στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.33γ δεν υπάρχουν

απλά στοιχεία κυκλώµατος που να συνδέονται εν σειρά ή παράλληλα µε κάποιο άλλο στοιχείο. Με

άλλα λόγια, αυτό το κύκλωµα είναι αδύνατο να υποστεί περαιτέρω απλοποίηση χρησιµοποιώντας

κάποια από τις τεχνικές που παρουσιάσαµε σε αυτό το κεφάλαιο.

3.8 ∆ΙΑΙΡΕΣΗ ΤΑΣΗΣ ΚΑΙ ΡΕΥΜΑΤΟΣ

Συνδυάζοντας αντιστάσεις και πηγές έχουµε ϐρει έναν τρόπο να ελαττώσουµε τον ϕόρτο που απαιτείται

για την ανάλυση ενός κυκλώµατος. Μία άλλη τέτοια χρήσιµη συντόµευση µελέτης είναι οι ιδέες της

διαίρεσης τάσης και ϱεύµατος. Η διαίρεση τάσης χρησιµοποιείται για να εκφράσουµε την τάση στα

άκρα µίας ή περισσότερων αντιστάσεων που είναι συνδεδεµένες εν σειρά, συναρτήσει της τάσης που

υφίσταται στα άκρα του συνδυασµού αντιστάσεων. Στο Σχήµα 3.34 η τάση στα άκρα της αντίστασης

R2 ϐρίσκεται µε τη ϐοήθεια του νόµου των τάσεων του Kirchhoff και του νόµου του Ohm - ϑα είναι

λοιπόν

υ = υ1 + υ2 = iR1 + iR2 = i(R1 + R2)
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από όπου προκύπτει ότι

i =
υ

R1 + R2

Κατά συνέπεια η τάση υ2 ϑα έχει τη µορφή

υ2 = iR2 =

(

υ

R1 + R2

)

R2

ή ισοδύναµα

υ2 =
R2

R1 + R2
υ

ενώ η τάση στα άκρα της αντίστασης R1 εντελώς ανάλογα υπολογίζεται ως

υ1 =
R1

R1 + R2
υ

i

v2

+

–

v1+ –

v

+

–

R1

R2

ΣΧΗΜΑ 3.34: Μία επίδειξη της διαίρεσης τάσης.

Εάν γενικεύσουµε το δίκτυο του Σχήµατος 3.34 αποµακρύνοντας την αντίσταση R2 και αντικα-

ϑιστώντας τη µε τον εν σειρά συνδυασµό αντιστάσεων R2,R3, . . . ,RN, ϑα καταλήξουµε στο γενικό

αποτέλεσµα για την διαίρεση τάσης κατά µήκος µιας συστοιχίας από N αντιστάσεις συνδεδεµένες εν

σειρά - αυτό το αποτέλεσµα έχει τη µορφή

υk =
Rk

R1 + R2 + · · · + RN
υ [11]

και µας επιτρέπει να υπολογίσουµε την τάση υk που εµφανίζεται στα άκρα µιας αυθαίρετης αντίστα-

σης Rk αυτής της σειράς αντιστάσεων.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.13

Να προσδιορίσετε την τάση υx του κυκλώµατος του Σχήµατος 3.35α.

Αρχικά, ϑα συνδυάσουµε τις αντιστάσεις των 6Ω και 3Ω αντικαθιστώντας τες µε µία αντίσταση η

τιµή της οποίας είναι (6)(3)/(6 + 3) = 2Ω.

Επειδή η τάση υx εµφανίζεται στα άκρα του παράλληλου συνδυασµού, η απλοποίηση µας δεν

ϑα οδηγήσει στην απώλεια αυτής της παραµέτρου κάτι που όµως ϑα συµβεί αν προχωρήσουµε σε

περαιτέρω απλοποίηση του κυκλώµατος αντικαθιστώντας τον συνδυασµό των εν σειρά αντιστάσεων

των 4Ω και 2Ω.
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i3

υx

+

–

4 Ω

6 Ω12 sin t V 3 Ω
+

–

4 Ω

2 Ω

(β)(α)

12 sin t V vx

+

–

+

–

ΣΧΗΜΑ 3.35: ΄Ενα αριθµητικό παράδειγµα που επιδεικνύει τον συνδυασµό των αντιστάσεων και την διαί-

ϱεση τάσης. (α) αρχικό κύκλωµα, (ϐ) απλοποιηµένο κύκλωµα.

Εποµένως ϑα πρέπει να προχωρήσουµε εφαρµόζοντας απλά την εξίσωση διαίρεσης τάσης στο

κύκλωµα του Σχήµατος 3.35β - στην περίπτωση αυτή ϑα λάβουµε

υx = (12 sin t)
2

4 + 2
= 4 sin t volts

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.15 Χρησιµοποιώντας διαίρεση τάσης να υπολογίσετε την τάση υx στο κύκλωµα του Σχ. 3.36.

+
–10 V

2 V 3 V

10 V 10 V

vx+ –

ΣΧΗΜΑ 3.36

Απάντηση: 2 V.

Η δυική πράξη4 της διαίρεσης τάσης, είναι η διαίρεση ϱεύµατος. Στην προκειµένη περίπτω-

ση το κύκλωµά µας χαρακτηρίζεται από ένα συνολικό ϱεύµα που διαρρέει ένα σύνολο αντιστάσεων

συνδεδεµένων παράλληλα, όπως ϕαίνεται στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.37.

Το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση R2 είναι το

i2 =
υ

R2
=

i(R1 ‖ R2)

R2
=

i

R2

R1R2

R1 + R2

ή ισοδύναµα

i2 = i
R1

R1 + R2
[12]

ενώ εντελώς ανάλογα ϐρίσκουµε ότι

i1 = i
R2

R1 + R2
[13]

4Η αρχή του δυισµού συναντάται συχνά στην µηχανολογία. Αυτό το αντικείµενο ϑα το συζητήσουµε εν συντοµία στο

Κεφάλαιο 7 όπου ϑα συγκρίνουµε τα πηνία και τους πυκνωτές.
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i

v

+

–

R2R1

i1 i2

ΣΧΗΜΑ 3.37: ∆ιαίρεση ϱεύµατος.

Παρατηρείστε πως στην προκειµένη περίπτωση η ϕύση δεν µας

αντιµετώπισε µε χαµόγελο, αφού αυτές οι δύο εξισώσεις διαθέ-

τουν έναν παράγοντα που διαφέρει από τον αντίστοιχο παράγον-

τα που εµφανίζεται στις εξισώσεις διαίρεσης τάσης και απαιτείται

λίγο παραπάνω κόπος προκειµένου να αποφύγουµε την εµφά-

νιση σφαλµάτων. Πολλοί ϕοιτητές χαρακτηρίζουν τις εξισώσεις

διαίρεσης τάσεις ως "προφανείς" και λένε πως οι αντίστοιχες

εξισώσεις της διαίρεσης ϱεύµατος είναι "διαφορετικές". Η συ-

νειδητοποίηση πως η µεγαλύτερη από τις δύο ωµικές αντιστά-

σεις διαρρέεται πάντοτε από το ϱεύµα µικρότερης έντασης είναι

κάτι που ϑα µας ϐοηθήσει ιδιαίτερα.

Θεωρώντας ένα πλήθος N αντιστάσεων οι οποίες συνδέονται παράλληλα, το ϱεύµα που διαρρέει

την αντίσταση Rk είναι το

ik = i

1

Rk

1

R1
+

1

R2
+ · · · + 1

RN

[14]

Η παραπάνω σχέση συναρτήσει των αντίστοιχων αγωγιµοτήτων διατυπώνεται ως

ik = i
Gk

G1 + G2 + · · · + GN

και πλέον µοιάζει πάρα πολύ µε την Εξίσωση [11] που κατασκευάσαµε για την διαίρεση τάσης.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3.14

Να κατασκευάσετε µία έκφραση για το ϱεύµα που διαρρέει την ωµική αντίσταση των 3Ω

στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.38.

Το συνολικό ϱεύµα που διαρρέει τον συνδυασµό των αντιστάσεων 3Ω-6Ω είναι

i(t) =
12 sin t

4 + 3 ‖ 6
=

12 sin t

4 + 2
= 2 sin t A

και κατά συνέπεια το επιθυµητό ϱεύµα δίδεται από την διαίρεση τάσης

i3(t) = (2 sin t)
(

6

6 + 3

)

=
4

3
sin t A

i3

vx

+

–

4 V

6 V12 sin t V 3 V
+

–

ΣΧΗΜΑ 3.38: ΄Ενα κύκλωµα που χρη-

σιµοποιείται ως παράδειγµα διαίρεσης

ϱεύµατος. Η κυµατιστή γραµµή στην

πηγή τάσης καταδεικνύει ηµιτονοειδή

µεταβολή µε τον χρόνο.

∆υστυχώς, η διαίρεση ϱεύµατος πολλές ϕορές εφαρµόζεται

σε περιπτώσεις στις οποίες κανονικά απαγορεύεται να εφαρ-

µοσθεί. Ως ένα παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε ξανά το κύκλω-

µα του Σχήµατος 3.33γ, ένα κύκλωµα που όπως έχουµε ήδη

συµφωνήσει, δεν περιέχει στοιχεία που να είναι συνδεδεµένα

εν σειρά ή παράλληλα. Από την στιγµή που το κύκλωµα δεν

διαθέτει παράλληλες αντιστάσεις, δεν υπάρχει κανένας τρόπος

εφαρµογής της διαίρεσης ϱεύµατος. Ωστόσο, παρόλα αυτά,

πάρα πολλοί ϕοιτητές ϱίχνουν µια ϐιαστική µατιά στις αντιστά-

σεις RA και RB και στη συνέχεια προσπαθούν να εφαρµόσουν

την διαίρεση ϱεύµατος γράφοντας µία εξίσωση της µορφής

iA = iS
RB

RA + RB
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η οποία ϕυσικά είναι λάθος. Θυµηθείτε, πως οι παράλληλες

αντιστάσεις ϑα πρέπει να αποτελούν κλάδους που να ϐρίσκονται ανάµεσα στα ίδια Ϲεύγη κόµβων.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗ

3.16 Χρησιµοποιώντας µεθόδους συνδυασµού αντιστάσεων και διαίρεση ϱεύµατος, να υπολογί-

σετε τα ϱεύµατα i1 και i2 και την τάση υ3 στο κύκλωµα του Σχήµατος 3.39.

i1
i2

v3

+

–

125 V 50 V 240 V 20 V

2 V 40 V

120 mA

ΣΧΗΜΑ 3.39

Απαντήσεις : 100 mA, 50 mA, 0.8 V.

+
–9 V

4.7 kV

4.7 kV va

+

–

ΣΧΗΜΑ 3.40: ΄Ενα απλό κύκλωµα µε τάση

υα οριζόµενη ανάµεσα σε δύο ακροδέκτες.

(α) (β) (γ)

ΣΧΗΜΑ 3.41: Τρία διαφορετικά σύµβολα που χρησιµο-

ποιούνται για την γείωση ή τον κοινό ακροδέκτη: (α) ϑεµελια-

κή γείωση, (ϐ) γείωση σήµατος και (γ) γείωση περιβλήµατος.

ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ

∆εν είναι το έδαφος που ξέρουµε από τη γεωλογία

Μέχρι αυτό το σηµείο έχουµε σχεδιάσει σχηµατικά διαγράµµατα κυκλωµάτων παρόµοια µε

αυτό που παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.40 όπου οι τάσεις ορίζονται ανάµεσα σε δύο σαφώς καθο-

ϱισµένους ακροδέκτες. Ιδιαίτερη µέριµνα δόθηκε στην επισήµανση του γεγονότος πως η τάση

δεν µπορεί να ορισθεί µε τη ϐοήθεια ενός µόνο σηµείου - αφού εξ΄ ορισµού αποτελεί την διαφο-

ϱά δυναµικού ανάµεσα σε δύο σηµεία. Ωστόσο, πολλά σχηµατικά διαγράµµατα κάνουν χρήση

της σύµβασης σύµφωνα µε την οποία το δυναµικό της γης έχει τιµή 0 volts έτσι ώστε όλες οι

υπόλοιπες τάσεις να ορίζονται σε σχέση µε αυτό το δυναµικό. Αυτή η έννοια συχνά αναφέρε-

ται χρησιµοποιώντας τον όρο γείωση και είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τις ϱυθµίσεις ασφαλείας

που έχουν σχεδιαστεί για να αποτρέψουν ϕωτιές, ϑανάσιµες ηλεκτροπληξίες και παρόµοιες τέτοιες

καταστροφές. Το σύµβολο της γείωσης απεικονίζεται στο Σχήµα 3.41α.

Λαµβάνοντας υπ όψιν πως η γείωση ορίζεται ως ένα σηµείο που αντιστοιχεί σε µηδέν volts,

συχνά είναι ιδιαίτερα εξυπηρετικό να χρησιµοποιείται ως ένας κοινός ακροδέκτης στα σχηµατικά

διαγράµµατα. Το κύκλωµα του Σχήµατος 3.40 ανασχεδιασµένο µε αυτόν τον τρόπο παρουσιάζεται

στο Σχήµα 3.42 όπου το σύµβολο της γείωσης αναπαριστά έναν κοινό κόµβο. Είναι σηµαντικό να

επισηµάνουµε πως τα δύο αυτά κυκλώµατα είναι ισοδύναµα όσον αφορά την τιµή της τάσης υα (η

οποία στην προκειµένη περίπτωση είναι ίση µε 4.5 Volts) αλλά ωστόσο δεν είναι ακριβώς τα ίδια.

Το κύκλωµα του Σχήµατος 3.40 µπορεί να χαρακτηριστεί ως "µετακινούµενο" υπό την έννοια
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πως για όλες τις πρακτικές εφαρµογές µπορεί να εγκατασταθεί σε µία κυκλωµατική πλακέτα ενός

δορυφόρου που κινείται σε γεωστατική τροχιά (ή που ταξιδεύει προς τον Πλούτωνα). Ωστόσο, το

κύκλωµα του Σχήµατος 3.42 χαρακτηρίζεται από κάποιον τύπο ϕυσικής σύνδεσης µε την γη δια

µέσου µιας αγώγιµης διαδροµής. Για το λόγο αυτό, υπάρχουν άλλα δύο σύµβολα που µπορούν

περιστασιακά να χρησιµοποιηθούν για να συµβολίσουν έναν κοινό ακροδέκτη. Το Σχήµα 3.41β

δείχνει αυτό που αρκετά συχνά αναφέρεται ως γείωση σήµατος. Σηµειώστε, πως ανάµεσα στην

γείωση και σε οποιοδήποτε ακροδέκτη συνδέεται στην γείωση σήµατος, µπορεί να υπάρχει (και

συνήθως υπάρχει) µία µεγάλη διαφορά δυναµικού.

Το γεγονός πως ο κοινός ακροδέκτης ενός κυκλώµατος µπορεί να συνδεθεί ή όχι στην γείωση

διαµέσου κάποιας διαδροµής µικρής αντίστασης, µπορεί να οδηγήσει σε δυνητικά επικίνδυνες

καταστάσεις. Θεωρείστε το διάγραµµα του Σχήµατος 3.43α που απεικονίζει ένα αθώο επισκέπτη

ο οποίος πρόκειται να αγγίζει ένα τµήµα εξοπλισµού που συνδέεται σε µία πρίζα εναλλασσόµε-

νου ϱεύµατος. ΄Εστω πως µόνο οι δύο από τους τρεις ακροδέκτες της επιτοίχιας πρίζας έχουν

χρησιµοποιηθεί, ενώ η στρογγυλή ακίδα της γείωσης της υποδοχής δεν έχει συνδεθεί. Οι κοινοί

ακροδέκτες όλων των κυκλωµάτων του εξοπλισµού έχουν συνενωθεί και έχουν συνδεθεί στο αγώγι-

µο περίβληµα της συσκευής· αυτός ο κοινός ακροδέκτης συχνά συµβολίζεται χρησιµοποιώντας το

σύµβολο της γείωσης του περιβλήµατος του Σχήµατος 3.41γ. ∆υστυχώς στην συσκευή υπάρχει

ένα σφάλµα συρµάτωσης που οφείλεται είτε σε κακή κατασκευή είτε σε ϕθορά λόγω της καθηµε-

ϱινής χρήσης. Σε κάθε περίπτωση, το περίβληµα δεν είναι "γειωµένο" και κατά συνέπεια υπάρχει

µία πολύ µεγάλη αντίσταση ανάµεσα στην γείωση του περιβλήµατος και στην ϑεµελιακή γείωση.

΄Ενα ψευδο-σχηµατικό διάγραµµα (που χαρακτηρίζεται από κάποιο ϐαθµό ελευθερίας στη σχε-

δίαση όσον αφορά την ισοδύναµη αντίσταση του ατόµου) αυτής της κατάστασης παρουσιάζεται

στο Σχήµα 3.43β. Η ηλεκτρική διαδροµή ανάµεσα στο αγώγιµο περίβληµα και το έδαφος µπορεί

στην πραγµατικότητα να είναι το τραπέζι, που ϑα µπορούσε να αναπαραστήσει µία αντίσταση της

τάξεως των µερικών εκατοντάδων ΜΩ ή ακόµη και µεγαλύτερης. Ωστόσο, η αντίσταση του ατόµου

είναι αρκετές τάξεις µεγέθους µικρότερη. Από τη στιγµή που το άτοµο χτυπά ελαφρά τη συσκευή

για να ελέγξει γιατί δεν λειτουργεί σωστά .... λοιπόν, ας πούµε απλά πως όλες οι ιστορίες δεν

έχουν ευτυχές τέλος.

+
–9 V

4.7 kV

4.7 kV va

+

–

ΣΧΗΜΑ 3.42: Το κύκλωµα του Σχήµα-

τος 3.40 ανασχεδιασµένο χρησιµοποιών-

τας το σύµβολο της ϑεµελιακής γείωσης.

Το δεξιότερο όλων σύµβολο γείωσης εί-

ναι περιττό· χρειάζεται µόνο για την πε-

ϱιγραφή του ϑετικού ακροδέκτη της τά-

σης υα· στην περίπτωση αυτή η αρνητική

αναφορά έχει γειωµένη, δηλαδή ϐρίσκε-

ται στα µηδέν volts.

Το γεγονός πως η "γείωση" δεν είναι πάντοτε η

"ϑεµελιακή γείωση" µπορεί να οδηγήσει στην εµφάνιση

ενός µεγάλου εύρους προβληµάτων ασφαλείας και ηλε-

κτρικού ϑορύβου. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα εµφανίζεται

περιστασιακά στα παλαιά κτήρια, στα οποία οι υδραυλι-

κές σωληνώσεις αρχικά κατασκευαζόταν από ηλεκτρικά α-

γώγιµους χάλκινους σωλήνες. Σε τέτοια κτήρια, ο κάθε

σωλήνας νερού συχνά αντιµετωπιζόταν ως µία διαδροµή

χαµηλής αντίστασης προς τη γη και για το λόγο αυτό χρη-

σιµοποιούνταν σε πολλές ηλεκτρικές συνδέσεις. Ωστόσο,

όταν οι διαβρωµένοι σωλήνες αντικατασταθούν µε πιο σύγ-

χρονους και οικονοµικά αποδοτικούς σωλήνες PVC, αυτή

η χαµηλής αντίστασης διαδροµή προς την γη, δεν υφίστα-

ται πλέον. ΄Ενα σχετικό µε αυτό πρόβληµα εµφανίζεται

επίσης όταν η σύνθεση της γης µεταβάλλεται σε πολύ µε-

γάλο ϐαθµό µέσα στα όρια κάποιας περιοχής. Σε τέτοιες

περιπτώσεις, είναι δυνατό να έχουµε δύο ξεχωριστά κτήρια

στα οποία οι δύο "ϑεµελιακές γειώσεις" δεν είναι ίσες κάτι

που έχει ως αποτέλεσµα την ϱοή ϱεύµατος.

Σε όλη την έκταση αυτού του ϐιβλίου, ϑα χρησιµοποι-
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ηθεί αποκλειστικά το σύµβολο της ϑεµελιακής γείωσης. Ωστόσο, αξίζει να ϑυµόµαστε πως στην

πράξη οι γειώσεις που κατασκευάζουµε δεν έχουν όλες την ίδια αντίσταση.

(α)

Επιτοίχιος

ρευματοδότης
Rεξοπλισμού

Rπρος τη γείωση

(β)

115 V
+

–

ΣΧΗΜΑ 3.43: (α) ΄Ενα σκίτσο ενός αθώου ανθρώπου που πρόκειται να ακουµπήσει ένα ακατάλληλα

γειωµένο τµήµα εξοπλισµού. Αυτό που ϑα γίνει δεν είναι κάτι όµορφο. (ϐ) Σχηµατικό διάγραµµα ενός

ισοδύναµου κυκλώµατος για την κατάσταση έτσι όπως αυτή πρόκειται να εξελιχθεί· ο άνθρωπος έχει ανα-

παρασταθεί µε µία ισοδύναµη αντίσταση όπως ακριβώς και ο εξοπλισµός. Η διαδροµή προς το έδαφος που

δεν περιλαµβάνει τον άνθρωπο αναπαρίσταται και αυτή από µία άλλη αντίσταση.

ΣΥΝΟΨΗ ΚΑΙ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ

Ξεκινήσαµε αυτό το κεφάλαιο συζητώντας για τις συνδέσεις των στοιχείων κυκλώµατος και εισάγον-

τας τους όρους κόµβος, διαδροµή, ϐρόχος και κλάδος. Τα επόµενα δύο ϑέµατα ϑα µπορούσαν να

ϑεωρηθούν τα πιο σηµαντικά σε ολόκληρο το ϐιβλίο, δηλαδή ο νόµος των τάσεων του Kirchhoff και ο

νόµος των εντάσεων του Kirchhoff. Ο πρώτος νόµος προέρχεται από την διατήρηση του ηλεκτρικού

ϕορτίου και αποτελεί συνέπεια του ότι "αυτό που εισέρχεται (ϱεύµα) ϑα πρέπει να εξέλθει". Ο δεύτερος

νόµος στηρίζεται στην διατήρηση της ενέργειας και αποτελεί συνέπεια του ότι "αυτό που αυξάνεται

(δυναµικό) ϑα πρέπει να µειωθεί". Αυτοί οι δύο νόµοι µας επιτρέπουν να αναλύσουµε οποιοδήποτε

κύκλωµα, γραµµικό ή όχι, υπό την προϋπόθεση πως είµαστε σε ϑέση να συσχετίσουµε την τάση και

το ϱεύµα που σχετίζονται µε παθητικά στοιχεία (όπως είναι για παράδειγµα ο νόµος του Ohm για την

ωµική αντίσταση). Στην περίπτωση ενός κυκλώµατος απλού ϐρόχου, τα στοιχεία του συνδέονται εν

σειρά και κατά συνέπεια το κάθε ένα από αυτά διαρρέεται από το ίδιο ϱεύµα. Από την άλλη πλευρά,

το κύκλωµα απλού Ϲεύγους κόµβων στο οποίο τα στοιχεία συνδέονται παράλληλα µεταξύ τους, χαρα-

κτηρίζεται από µία απλή διαφορά δυναµικού που είναι η ίδια για όλα τα στοιχεία του κυκλώµατος.

Επεκτείνοντας αυτές τις έννοιες, έχουµε τη δυνατότητα να αναπτύξουµε τρόπους απλοποίησης πηγών

τάσης που συνδέονται σε σειρά ή πηγών ϱεύµατος που συνδέονται παράλληλα, ενώ στη συνέχεια κα-

ταλήξαµε σε κλασσικές εκφράσεις για την εν σειρά και την παράλληλη σύνδεση ωµικών αντιστάσεων.

Το τελευταίο Ϲήτηµα που ϑίξαµε, η διαίρεση τάσης και έντασης, ϐρίσκει αξιοσηµείωτη χρήση στην

σχεδίαση κυκλωµάτων όπου απαιτείται µία τάση ή ένα ϱεύµα, αλλά η επιλογή µας όσον αφορά την

πηγή είναι περιορισµένη.

Ας ολοκληρώσουµε το κεφάλαιο προχωρώντας στην ανασκόπηση ορισµένων σηµείων κλειδιών και

τονίζοντας τα κατάλληλα παραδείγµατα.

⋄ Ο νόµος των ϱευµάτων του Kirchhoff δηλώνει πως το αλγεβρικό άθροισµα των ϱευµάτων που

εισέρχονται στον κάθε κόµβο είναι ίσο µε το µηδέν (δείτε τα Παραδείγµατα 3.1 και 3.4).
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⋄ Ο νόµος των τάσεων του Kirchhoff δηλώνει πως το αλγεβρικό άθροισµα των ϱευµάτων κατά

µήκος µιας οποιασδήποτε κλειστής διαδροµής ενός κυκλώµατος είναι ίσο µε το µηδέν (δείτε τα

Παραδείγµατα 3.2 και 3.3).

⋄ ΄Ολα τα στοιχεία σε ένα κύκλωµα που µεταφέρουν το ίδιο ϱεύµα λέµε πως συνδέονται εν σειρά

(δείτε το Παράδειγµα 3.5).

⋄ Τα στοιχεία ενός κυκλώµατος που έχουν στα άκρα τους κοινή διαφορά δυναµικού λέµε πως

συνδέονται παράλληλα (δείτε τα Παραδείγµατα 3.6 και 3.7).

⋄ Οι πηγές τάσεις που είναι συνδεδεµένες εν σειρά µπορούν να αντικατασταθούν από µία απλή

πηγή, υπό την προϋπόθεση πως ϑα πρέπει να ϕροντίσουµε ώστε να ληφθεί υπ΄ όψιν η πολικότητα

της κάθε επιµέρους πηγής (δείτε τα Παραδείγµατα 3.8 και 3.10).

⋄ Οι πηγές ϱεύµατος που είναι συνδεδεµένες παράλληλα µπορούν να αντικατασταθούν από µία

απλή πηγή, υπό την προϋπόθεση πως ϑα πρέπει να ϕροντίσουµε ώστε να ληφθεί υπ΄ όψιν η

ϕορά του ϐέλους της κάθε πηγής.

⋄ ΄Ενας συνδυασµός N ωµικών αντιστάσεων συνδεδεµένων εν σειρά, µπορεί να αντικατασταθεί από

µία απλή ωµική αντίσταση µε τιµή Rισοδ. = R1 + R2 + · · · + RN (δείτε το Παράδειγµα 3.11).

⋄ ΄Ενας συνδυασµός N ωµικών αντιστάσεων συνδεδεµένων παράλληλα, µπορεί να αντικατασταθεί

από µία απλή ωµική αντίσταση µε τιµή

1

Rισοδ.

=
1

R1
+

1

R2
+ · · · + 1

RN

(δείτε το Παράδειγµα 3.12).

⋄ Η διαίρεση τάσης µας επιτρέπει να υπολογίσουµε ποιο κλάσµα της συνολικής τάσης στα άκρα

µιας συστοιχίας αντιστάσεων συνδεδεµένων εν σειρά υφίσταται πτώση κατά µήκος της κάθε µιας

από τις αντιστάσεις (ή µιας οµάδας αντιστάσεων) (δείτε το Παράδειγµα 3.13).

⋄ Η διαίρεση ϱεύµατος µας επιτρέπει να υπολογίσουµε ποιο κλάσµα του συνολικού ϱεύµατος που

εισέρχεται σε µία συστοιχία αντιστάσεων συνδεδεµένων παράλληλα, ϱέει διαµέσου οποιασδήποτε

από αυτές τις αντιστάσεις (δείτε το Παράδειγµα 3.14).

ΑΝΑΦΟΡΕΣ ΓΙΑ ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΜΕΛΕΤΗ

Μία συζήτηση περί των αρχών της διατήρησης της ενέργειας και του ϕορτίου καθώς και περί των

νόµων του Kirchhoff µπορεί να ϐρεθεί στο ϐιβλίο

R. Feynman, R.B. Leighton, and M.L. Sands, The Feynman Lectures on Physics, Volume 1,

Reading, Mass.: Addison­Wesley, 1989, pp. 4­1,4­7 and 25­9.

Λεπτοµερείς συζητήσεις περί διαφόρων Ϲητηµάτων πρακτικών γείωσης που να είναι σε συµφωνία µε

τον Εθνικό Ηλεκτρικό Κώδικαr του 2008 µπορούν να ϐρεθούν στο ϐιβλίο

J.E. McPartland, B.J. McPartland, and F.P. Hartwell, McGraw­Hills National Electrical Coder

Handbook, 26th Ed, New York, McGraw­Hill, 2008.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

3.1 Κόµβοι, ∆ιαδροµές, Βρόχοι και Κλάδοι

1 Αναφερόµενοι στο κύκλωµα που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.44 να µετρήσετε το πλήθος (α) των

κόµβων, (ϐ) των στοιχείων και (γ) των κλάδων.


