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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Άζθεζε 21. 

Σην ζύλνιν ℤ ησλ αθεξαίσλ αξηζκώλ ζεσξνύκε ηηο ζρέζεηο 𝑅1 − 𝑅5 πνπ νξίδνληαη σο εμήο: 

(α)  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅1 ⇔  𝑥 > 𝑦. 

(β) ( 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 ⇔  <  ∃ 𝑛 ∈ ℤ ∶ 𝑥 − 𝑦 = 2𝑛 + 1 >. 

(γ)  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅3⇔  𝑥 + 𝑦 = 4. 

(δ)  (𝑥, 𝑦) ∈  𝑅4⇔  휇. 휅. 𝛿.  𝑥, 𝑦 = 1. 

(ε) ( 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅5⇔  휀. 휅. 휋.  𝑥, 𝑦 = 6. 

 (δ) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅6 ⇔ <αλ νη 𝑥, 𝑦 είλαη αθέξαηνη αξηζκνί θαη ην γηλόκελό ηνπο είλαη ηέιεην ηεηξάγσ-            

λν >  ⇔ < αλ 𝑥 ∈ ℤ, 𝑦∈ℤ και ∃ 𝑚 ∈ ℤ ∶ 𝑥𝑦 = 𝑚2>. 

Να εμεηαζηεί πνηέο από ηηο ζρέζεηο απηέο είλαη αλαθιαζηηθέο, ζπκκεηξηθέο, αληηζπκκεηξηθέο, 

κεηαβαηηθέο θαη πνηέο είλαη ζρέζεηο ηζνδπλακίαο ή ζρέζεηο κεξηθήο δηάηαμεο. 

( Απάληεζε: (α) Η 𝑅1 δελ είλαη αλαθιαζηηθή [ γηα ηελ αθξίβεηα,  𝑥, 𝑥 ∉ 𝑅1,  ∀ 𝑥 ∈ ℝ ], δελ είλαη 

ζπκκεηξηθή [ γηα ηελ αθξίβεηα,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅1 ⇒ (𝑦, 𝑥) ∉ 𝑅1,  ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ), είλαη αληηζπκκεηξηθή, είλαη 

κεηαβαηηθή, δελ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο,  νύηε ζρέζε κεξηθήο δηάηαμεο. 

(β) Η 𝑅2 δελ είλαη αλαθιαζηηθή [ γηα ηελ αθξίβεηα, (𝑥, 𝑥) ∉  𝑅2, ∀ 𝑥 ∈ ℤ) ], είλαη ζπκκεηξηθή [ γηα 

ηελ αθξίβεηα,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2 ⇒ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 𝑥 ≠ 𝑦], δελ είλαη αληηζπκκεηξηθή, δελ είλαη 

κεηαβαηηθή [ γηα παξάδεηγκα,  5,2 ∈  𝑅2, (2,3) ∈  𝑅2 θαη  5, 3 ∉ 𝑅2 ], δελ είλαη ζρέζε ηζνδπλα-

κίαο, νύηε ζρέζε κεξηθήο δηάηαμεο. 

(γ) Η 𝑅3 δελ είλαη αλαθιαζηηθή, είλαη ζπκκεηξηθή, δελ είλαη αληηζπκκεηξηθή, δελ είλαη κεηαβαηηθή, 

δελ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο, νύηε ζρέζε κεξηθήο δηάηαμεο. 

(δ) Η 𝑅4 δεν εύναι ανακλαςτικό{ για παρϊδειγμα, κ.θ.δ.(2,2) = 2 ⇒  2, 2 ∉ 𝑅4), είλαη ζπκκε-

ηξηθή, δελ είλαη αληηζπκκεηξηθή, δελ είλαη κεηαβαηηθή [ γηα παξάδεηγκα,  3, 5 ∈ 𝑅4 ,  5, 9 ∈ 𝑅4 

θαη (3, 9) ∉ 𝑅4], δελ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο, νύηε ζρέζε κεξηθήο δηάηαμεο. 

(ε) Η 𝑅5 δεν εύναι ανακλαςτικό [ για παρϊδειγμα, ε.θ.π.(3,3) = 3 ⇒ (3, 3) ∉ 𝑅5], είλαη ζπκκε-

ηξηθή, δελ είλαη αληηζπκκεηξηθή [ γηα παξάδεηγκα, (2,3) ∈ 𝑅5  θαη  (3,2)∈ 𝑅5], δελ είλαη κεηαβαηηθή 

[ γηα παξάδεηγκα, (3, 6) ∈ 𝑅5, (6, 3) ∈ 𝑅5 θαη (3, 3) ∉ 𝑅5 ], δελ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο, νύηε 

ζρέζε κεξηθήο δηάηαμεο. 

 (δ) Η 𝑅6 εύναι ανακλαςτικό, είλαη ζπκκεηξηθή, δελ είλαη αληηζπκκεηξηθή. Απνδεηθλύνπκε όηη 

είλαη κεηαβαηηθή. Θεσξνύκε 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ ηέηνηα ώζηε λα είλαη  

𝑥𝑦 = 𝑚2  θαη  𝑦𝑧 = 𝑛2                                                         (1) 

όπνπ 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ. Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο (1) θαηά κέιε παίξλνπκε 𝑥𝑦2𝑧 = 𝑚2𝑛2 ή 
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𝑥𝑧 =
𝑚2𝑛2

𝑦2 =  
𝑚𝑛

𝑦
 

2

.                                                         (2) 

Παξαηεξνύκε όηη αλ ν αξηζκόο 
𝑚𝑛

𝑦
 δελ είλαη αθέξαηνο, ηόηε ζα ππάξρεη έλαο ηνπιάρηζηνλ πξώηνο 

παξάγνληαο 𝑝 ηνπ 𝑦 ν νπνίνο δελ απινπνηείηαη κε θαλέλαλ από ηνπο πξώηνπο παξάγνληεο ησλ 𝑚 

θαη 𝑛. Σηελ πεξίπησζε απηή ν παξάγνληαο 𝑝2 ηνπ παξνλνκαζηή (𝑦2) ηνπ « θιάζκαηνο » 
𝑚2𝑛2

𝑦2  δελ 

απινπνηείηαη κε θαλέλαλ από ηνπο πξώηνπο παξάγνληεο ηνπ αξηζκεηή 𝑚2𝑛2 θαη άξα ην « θιάζκα » 

απηό δελ είλαη αθέξαηνο αξηζκόο. Απηό όκσο είλαη αληίθαζε, αθνύ ην 𝑥𝑧 ζαλ γηλόκελν δπν αθε-

ξαίσλ αξηζκώλ είλαη αθέξαηνο αξηζκόο. Δπνκέλσο ν αξηζκόο 
𝑚𝑛

𝑦
= 휔 είλαη αθέξαηνο, ν 𝑥𝑧 = 휔2 

είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν θαη ε ζρέζε 𝑹𝟔 είλαη κεηαβαηηθή. Έηζη, ε 𝑅6 είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο, 

αιιά δελ είλαη ζρέζε κεξηθήο δηάηαμεο. 

     Άζθεζε 31. 

 (α) Να δεηρηεί όηη κηα ζρέζε 𝑆 ζην ζύλνιν 𝛢 είλαη ζπκκεηξηθή αλ, θαη κόλν αλ, ηαπηίδεηαη κε ηελ 

αληίζηξνθή ηεο, δει. αλ, θαη κόλν αλ, είλαη 𝑆 =  𝑆−1. 

(β) Να δεηρηεί όηη κηα ζρέζε 𝑆 ζην ζύλνιν 𝛢 είλαη αλαθιαζηηθή αλ, θαη κόλν αλ, ε αληίζηξνθή ηεο 

ζρέζε 𝑆−1είλαη αλαθιαζηηθή. 

( (α) Λύζε. Υπνζέηνπκε πξώηα όηη ε ζρέζε 𝑆 είλαη ζπκκεηξηθή θαη ππελζπκίδνπκε όηη από ηνλ 

νξηζκό ηεο ζρέζεο 𝑆−1 έρνπκε  

 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆 ⇔ (𝛽, 𝛼) ∈ 𝑆−1.                                                   (1)  

Αο είλαη ηώξα ηπραίν  𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆. Δπεηδή ε 𝑆 είλαη ζπκκεηξηθή,  𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆 ⇒ (𝛽, 𝛼) ∈ 𝑆 θαη 

εμαηηίαο ηεο (1),  𝛽, 𝛼 ∈ 𝑆 ⇒ (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑆−1. Με άιια ιόγηα,  

 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆 ⇒  𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆−1, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛢 

θαη άξα είλαη 𝑆 ⊆ 𝑆−1. Αληίζηξνθα, ζεσξνύκε ηπραίν (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑆−1. Δμαηηίαο ηεο (1) έρνπκε 

(𝛽, 𝛼) ∈ 𝑆 θαη επεηδή ε 𝑆 είλαη ζπκκεηξηθή,  𝛽, 𝛼 ∈ 𝑆 ⇒  𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆. Με άιια ιόγηα,  

 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆−1 ⇒  𝛼, 𝛽 ∈ 𝑆, ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛢 

θαη άξα είλαη  𝑆−1 ⊆ 𝑆. Τέινο, 𝑆 ⊆ 𝑆−1, 𝑆−1 ⊆ 𝑆 ⇒ 𝑆 = 𝑆−1.         

(β) Βνήζεηα:  Παξαηεξήζηε όηη αλ ζηελ (1) ζέζνπκε 𝛽 = 𝛼, ηόηε απηή γίλεηαη  

 𝛼, 𝛼 ∈ 𝑆 ⇔ (𝛼, 𝛼) ∈ 𝑆−1.) 

Άςκηςη 44. 

 Ασ εύναι 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ με  𝑥 < 𝑦.  Να εκφραςτεύ με τουσ αριθμούσ ⌈𝑥⌉ και ⌊𝑦⌋  το πλόθοσ των ακε-

ραύων αριθμών 𝑚 που επαληθεύουν τη ςχϋςη: 

 α    𝑚 ∈ [𝑥 − 1, 𝑦 + 1]                                               (𝜷)  𝑚 ∈  𝑥 + 2, 𝑦 − 3 . 



3 
 

( Λύςη . (𝜶) Παρατηρούμε αρχικϊ ότι 

𝑚 ∈  𝑥 − 1, 𝑦 + 1 ⇔ 𝑥 − 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑦 + 1. 

  Ακόμη, επειδό εύναι  𝑥 − 1 ≤ 𝑚  και εξοριςμού ο ⌈𝑥 − 1⌉ εύναι ο μικρότεροσ ακϋραιοσ 𝑛 που 

επαληθεύει τη ςχϋςη 𝑥 − 1 ≤ 𝑛,  ϋχουμε ⌈𝑥 − 1⌉ ≤ 𝑚. Ακόμη, επειδό εύναι 𝑦 + 1 ≤ 𝑚 και 

εξοριςμού ο ⌊𝑦 + 1⌋  εύναι ο μεγαλύτεροσ ακϋραιοσ ν που επαληθεύει τη ςχϋςη  𝑦 + 1 ≤ 휈,  

ϋχουμε  𝑚 ≤ ⌊𝑦 + 1⌋. Το πλόθοσ των ακϋραιων 𝑚, που επαληθεύουν τη διπλό ανιςότητα 

⌈𝑥 − 1⌉ ≤ 𝑚 ≤ ⌊𝑦 + 1 ⌋, εύναι ύςο με τη διαφορϊ  ⌊𝑦 + 1⌋ − ⌈𝑥 − 1⌉  αυξημϋνη κατϊ +1 , αφού 

περιλαμβϊνονται ς’αυτό και τα δύο ϊκρα του διαςτόματοσ  ⌈𝑥 − 1⌉,  ⌊𝑦 + 1⌋],  δηλ. εύναι ύςο 

με                                                                ⌊𝑦 + 1⌋ − ⌈𝑥 − 1⌉ +1 . 

Τϋλοσ, επειδό  Βλϋπε Άςκηςη 41  ⌊𝑦 + 1⌋ = ⌊𝑦⌋ + 1  και  ⌈𝑥 − 1⌉ = ⌈𝑥⌉ − 1, ϋχουμε 

⌊𝑦 + 1⌋ − ⌈𝑥 − 1⌉ +1 = ⌊𝑦⌋ + 1  − ⌈𝑥⌉ − 1 +1= ⌊𝑦⌋ − ⌈𝑥⌉ + 3 

και ϊρα το ζητούμενο πλόθοσ εύναι ύςο με ⌊𝑦⌋ − ⌈𝑥⌉ + 3. 

 β     Το πλόθοσ των ακεραύων  αριθμών  𝑚 που επαληθεύουν τη διπλό ανιςότητα 

⌈𝑥 + 2⌉< 𝑚 < ⌊𝑦 − 3⌋ 

ιςούται με τη διαφορϊ  ⌊𝑦 − 3⌋ −⌈𝑥 + 2⌉ των ϊκρων του διαςτόματοσ 

 (⌈𝑥 + 2⌉ , ⌊𝑦 − 3⌋   ελαττωμϋνη κατϊ 1  μύα μονϊδα , αφού ς’αυτό δεν περιλαμβϊνονται τα 

ϊκρα του διαςτόματοσ, δηλ. εύναι ύςο με 

⌊𝑦 − 3⌋ − ⌈𝑥 + 2⌉ − 1. 

Τϋλοσ, επειδό  ⌊𝑦 − 3⌋ = ⌊𝑦⌋ − 3  και  ⌈𝑥 + 2⌉ = ⌈𝑥⌉ + 2, το ζητούμενο πλόθοσ εύναι ύςο με  

⌊𝑦⌋ − 3 − ⌈𝑥⌉ + 2  −1 = ⌊𝑦⌋ − ⌈𝑥⌉  − 6. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

2.3.10. Θεώρημα.  Αλγόριθμοσ του Ευκλεύδη . Ασ εύναι α, b  δυο θετικού ακϋραιοι   με 𝛼 ≥ 𝑏 και 

ασ εκτελϋςουμε τη διαύρεςη 𝑎: 𝑏. Σύμφωνα με το Θεώρημα διαύρεςησ  § 2.3.3  βρύςκουμε δυο 

ϊλλουσ ακϋραιουσ 𝑞, 𝑟1 που επαληθεύουν τισ 

𝛼 = 𝑏𝑞 + 𝑟1,  0 ≤ 𝑟1 < 𝑏. 

Αν εύναι 𝑟1 = 0, τότε εύναι μ.κ.δ. 𝑎, 𝑏) = 𝑏 και αν εύναι 𝑟1 ≠ 0, τότε ο μ.κ.δ. των α , b  ιςούται με  

το πρώτο μη μηδενικό υπόλοιπο των διαδοχικών διαιρϋςεων 

𝑏 ∶ 𝑟1, 𝑟1 : 𝑟2, 𝑟2 : 𝑟3, ⋯  . 

Απόδειξη. Αν εύναι 𝑟1 = 0, τότε ςύμφωνα με την Πρότ.2.3.8. εύναι μ.κ.δ. 𝑎, 𝑏) = 𝑏. Υποθϋτουμε 

ότι εύναι  𝑟1 ≠ 0 και εκτελούμε τισ διαδοχικϋσ διαιρϋςεισ  
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𝑏 ∶ 𝑟1,   𝑟1 : 𝑟2,   𝑟2: 𝑟3, ⋯  . 

Τότε ϋχουμε 

 
𝑏 = 𝑟1𝑞1 + 𝑟2,   0 ≤ 𝑟2 < 𝑟1 ,
𝑟1 = 𝑟2𝑞2 + 𝑟3, 0 ≤ 𝑟3 < 𝑟2

⋮                                                

  

Παρατηρούμε ότι επειδό εύναι 𝑏 > 𝑟1 > 𝑟2 > 𝑟3 >  ⋯  και οι 𝑟𝑖  εύναι ακϋραιοι, η ακολουθύα  

𝑏, 𝑟1, 𝑟2, ⋯   εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και οι όροι τησ ςε κϊθε βόμα ελαττώνονται κατϊ μια 

τουλϊχιςτον μονϊδα. Επομϋνωσ μετϊ από το πολύ 𝑏 βόματα το υπόλοιπο θα εύναι μηδϋν και η 

διαδικαςύα θα τερματιςτεύ. Υποθϋτουμε ότι αυτό γύνεται μετϊ από 𝑘 ακριβώσ βόματα, ότι 

δηλ. ϋχουμε  𝑟𝑘−1 ≠ 0  και 𝑟𝑘 = 0. Τα δύο τελευταύα βόματα θα εύναι τα 

𝑟𝑘−3 = 𝑟𝑘−2𝑞𝑘−2 + 𝑟𝑘−1, 0 ≤ 𝑟𝑘−1 < 𝑟𝑘−2, 

𝑟𝑘−2 = 𝑟𝑘−1𝑞𝑘−1 + 0 = 𝑟𝑘−1𝑞𝑘−1. 

Σύμφωνα με την Πρότ. 2.3.8. θα εύναι τότε  

μ.κ.δ. 𝑎, 𝑏) = 휇. 휅. 𝛿.  𝑏, 𝑟1 = 휇. 휅. 𝛿.  𝑟1 , 𝑟2 =  ⋯ = 휇. 휅. 𝛿.  𝑟𝑘−2, 𝑟𝑘−1 = 𝑟𝑘−1. 

2.3.13. Παρϊδειγμα . Να βρεθεύ ο μ.κ.δ. των ακεραύων 𝛼 = 1023, 𝑏 = 875 και να εκφραςτεύ 

ςαν γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ τουσ. 

Λύςη. Εκτελούμε τισ διαδοχικϋσ διαιρϋςεισ 𝛼 ∶ 𝑏 , 𝑏 ∶ 𝑟1,  𝑟1 :  𝑟2 κ.λπ. ώςπου να βρούμε 

υπόλοιπο μηδϋν.  

Έχουμε 
1023 = 1∙ (875) + 148 
875 = 5∙ (148) + 135 
148 =  1 ∙ (135) + 13 
135 = (10)∙ (13) + 5 

13 = 2 ∙ 5 + 3 
5 = 1 ∙ 3 +2 
3 = 1 ∙ 2 + 1 
2 =2∙1 +0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Επειδό το πρώτο μη μηδενικό υπόλοιπο εύναι 
το 1,  ϋχουμε  μ.κ.δ. 1023, 875 =1. Άρα οι 
ακϋραιοι 1023 και 875 εύναι ςχετικϊ πρώτοι. 
Τώρα εκφρϊζουμε το 1 ςαν γραμμικό ςυν-
δυαςμό των 1023 και 875, ξεκινώντασ από 
την προτελευταύα ιςότητα. 

1 = 3 − 1 ∙ 2 = 3−1 ∙  5 − 1 ∙ 3  = 
=  2 ∙ 3 − 1 ∙ 5 = 

= 2 ∙  13 − 2 ∙ 5 − 1 ∙ 5   =  2 ∙ 13 − 5 ∙ 5 = 
= 2 ∙ 13 − 5 ∙  135 − 10 ∙ 13 = 

= 52 ∙ 13 − 5 ∙ 135 = 
=52∙  148 − 1 ∙ 135 − 5 ∙ 135 = 

= 52 ∙ 148 − 57 ∙ 135 = 
= 52 ∙ 148 − 57 ∙  875 − 5 ∙ 148  = 

= 337 ∙ 148 − 57 ∙ 875 = 
= 337 ∙  1023 − 1 ∙ 875 − 57 ∙ 875 = 

= 337 ∙ 1023 − 394 ∙ 875 , 
δηλ.      𝟏 = 𝝀 ∙  𝟏𝟎𝟐𝟑 + 𝝁 ∙  𝟖𝟕𝟓 , 

όπου λ =  337 και μ =  −394. 
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2.4.4. Παρϊδειγμα. Να βρεθούν το δυαδικό, το 5−αδικό, το 7−αδικό  και το  8−αδικό ανϊ-

πτυγμα του αριθμού 257. 

Δυαδικό ανϊπτυγμα. Εκτελούμε τισ                               Πενταδικό ανϊπτυγμα . 

διαδοχικϋ σ διαιρϋςεισ : 

            

 
 
 
 
 

 
 
 
 

257 =  2 ∙ 128 + 1, 휋0 = 128, 휐0 = 1
128 = 2 ∙ 64 + 0,  휋1 = 64, 휐1 = 0
64 = 2 ∙ 32 + 0, 휋2 = 32, 휐2 = 0
32 = 2 ∙ 16 + 0,  휋3 = 16, 휐3 = 0

16 = 2 ∙ 8 + 0, 휋4 = 8, 휐4 = 0 
8 = 2 ∙ 4 + 0, 휋5 = 4, 휐5 = 0
4 = 2 ∙ 2 + 0, 휋6 = 2, 휐6 = 0 
2 = 2 ∙ 1 + 0, 휋7 = 1,  휐7 = 0
1 = 2 ∙ 0 + 1,  𝝅𝟖 = 𝟎, 휐8 = 1.

           

257 = 5 ∙ 51 + 2,  휋0 = 51, 휐0 = 2 
51 = 5 ∙ 10 + 1, 휋1  = 10,  휐1 = 1

10 = 5 ∙ 2 + 0, 휋2  = 2,  휐2 = 0
2 = 5 ∙ 0 + 2, 𝝅𝟑  = 𝟎,  휐3 = 2

  

 Το ζητούμενο ανϊπτυγμα εύναι το                                Το ζητούμενο ανϊπτυγμα εύναι το 

257 = (휐8휐7  ⋯  휐2휐1휐0)2=(100000001)2 =           257=(휐3휐2휐1휐0)5 = (2012)5 = 

= 28 + 0 ∙ 27 + 0 ∙ 26 + 0 ∙ 25 + 0 ∙ 24 +                   2 ∙ 53 + 0 ∙ 52 + 1 ∙ 51 + 2 ∙ 50= 

  +0 ∙ 23 + 0 ∙ 22 + 0 ∙ 21 + 1 ∙ 20 = 28 + 1.              2 ∙ 53 + 1 ∙ 5 + 2.                                                          

Επταδικό ανϊπτυγμα.                                             Οκταδικό ανϊπτυγμα. 

 

257 = 7 ∙ 36 + 5 , 휋0 = 36 , 휐0 = 5
36 = 7 ∙ 5 + 1 , 휋1 = 5,  휐1 = 1
5 = 7 ∙ 0 + 5 , 𝝅𝟐 = 𝟎 , 휐2 = 5

                              
257 = 8 ∙ 32 + 1 , 휋0 = 32 , 휐0 = 1

32 = 8 ∙ 4 + 0, 휋1 = 4, 휐1 = 0
4 = 8 ∙ 0 + 4 , 𝝅𝟐 = 𝟎, 휐2 = 4 .

  

Το ζητούμενο ανϊπτυγμα εύναι το                       Το ζητούμενο ανϊπτυγμα εύναι το 

257 = (휐2휐1휐0)7= (515)7 =                                                    257= (휐2휐1휐0)8 = (401)8= 

= 5 ∙ 72 + 1 ∙ 71 + 5 ∙ 70 =                                                         = 4 ∙ 82 + 0 ∙ 8 + 1 ∙ 80 = 4 ∙ 82 + 1. 

= 5 ∙ 72 + 1 ∙ 7 + 5.    

2.4.11. Παρϊδειγμα. Να γραφεύ ο αριθμόσ 

𝛸 = (1001011110001101011)2 

ςτο 16 −αδικό ςύςτημα. 

𝟏𝟎βόμα: Χωρύζουμε τα ψηφύα του ςε ομϊδεσ ανϊ τϋςςερα, ξεκινώντασ από τα τελευταύα. 

Έτςι, ϋχουμε τισ ομϊδεσ 

 1011 ,  0110 ,  1100 ,  1011 ,  100 . 
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Επειδό ςτην τελευταύα ομϊδα ϋχουμε λιγότερα από 4 ψηφύα την ςυμπληρώνουμε με ϋνα 

μηδενικό ςτην αρχό τησ. Έτςι, οι ομϊδεσ εύναι οι 

 1011 ,  0110 ,  1100 ,  1011 ,  0100 . 

𝟐𝟎βόμα:  Υπολογύζουμε τουσ αριθμούσ  𝛸0 =  1011 2 = 23 + 2 + 1=11,   𝛸1 =  0110 2 =

= 22 + 2 = 6, 𝛸2 =  1100 2 = 23 + 22=12, 𝛸3 =  1011 2 = 23 + 2 + 1=11, 𝛸4 = (0100)2 =  

=22 = 4. 

 𝟑𝟎βόμα: Μετατρϋπουμε τουσ αριθμού 𝛸𝑖   ςε ψηφύα του 16 − αδικού ςυςτόματοσ. Έχουμε 

𝛸0 = 𝐵,  𝛸1 = 6, 𝛸2 = 𝐶, 𝑋3 = 𝐵,  𝛸4 = 4.  

𝟒𝟎βόμα: To ζητούμενο ανϊπτυγμα εύναι το 𝛸 = (4𝛣𝐶6𝐵)16  . 

  Βεβαιωθεύτε ότι εύναι  𝛸=(310.379)10 . ) 

2.5.25. Παρϊδειγμα. Να λυθούν οι Διοφαντικϋσ εξιςώςεισ: 

 α    4𝑥 + 11𝑦 = 5         β   6𝑥 + 9𝑦 = 7                 γ    14 𝑥 + 21𝑦 = 70      (δ  17𝑥+23y = 80 

Λύςη.  α   Παύρνοντασ ιςοτιμύα (𝑚𝑜𝑑. 11) των μελών τησ εξύςωςησ  α  αυτό ανϊγεται ςτην 

εξύςωςη ιςοτιμύασ  

4𝑥 ≡ 5 𝑚𝑜𝑑. 11 .                                                           (10) 

Επειδό  μ.κ.δ. 4, 11  = 1, η εξύςωςη  10  ϋχει μύα και μόνο λύςη. Βρύςκουμε κατϊ τα γνωςτϊ, 

ότι η λύςη αυτό εύναι η  𝑥 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑. 11)  και δύνει  𝑥 = 4 + 11𝑘,  όπου 𝑘  εύναι αυθαύρετο 

ςτοιχεύο του ℤ. Αντικαθιςτώντασ τώρα την τιμό αυτό του 𝑥 ςτην εξύςωςη   α   βρύςκουμε ότι  

4 4 + 11𝑘 + 11𝑦 = 5  ό  11𝑦 = −11 − 44𝑘  ό  𝑦 = −1 − 4𝑘. 

Επομϋνωσ η γενικό λύςη τησ Διοφαντικόσ εξύςωςησ  α  εύναι η 𝑥 = 4 + 11𝑘, 𝑦 = −1 − 4𝑘, 

όπου 𝑘 ∈ ℤ, 𝑘 = αυθαύρετο. 

 β  Επειδό  μ.κ.δ. 6,9 =3  και  3 ∤ 7, η εξύςωςη  β  δεν ϋχει λύςη. 

 γ   Παρατηρούμε ότι οι ςυντελεςτϋσ τησ εξύςωςησ  γ  ϋχουν κοινό παρϊγοντα τον 7. Αυτό 

γρϊφεται  7 2 𝑥 + 3𝑦) =7∙ 10  και εύναι ιςοδύναμη με την εξύςωςη 2𝑥 + 3𝑦 = 10. Παύρνοντασ 

ιςοτιμύα (𝑚𝑜𝑑. 3) των μελών τησ  τελευταύασ εξύςωςησ αυτό ανϊγεται ςτην εξύςωςη ιςοτι-

μύασ  2 𝑥 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑. 3), τησ οπούασ η λύςη εύναι η 𝑥 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑. 3 . Έτςι, γενικό λύςη τησ Διο-

φαντικόσ εξύςωςησ  γ  εύναι η 

𝑥 = 2 + 3𝑘,  𝑦 = 2 − 2𝑘, 𝑘 ∈ ℤ,  𝑘 = αυθαύρετο. 

(δ) )  Παύρνοντασ ιςοτιμύα (𝑚𝑜𝑑. 23) των μελών τησ εξύςωςησ  δ  αυτό ανϊγεται ςτην 

εξύςωςη ιςοτιμύασ  

17𝑥 ≡ 80 𝑚𝑜𝑑. 23 .                                                           (10 α ) 
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Επειδό μ.κ.δ 17,23  = 1 η εξύςωςη  10 α   ϋχει μύα και μόνη λόςη. Βρύςκουμε κατϊ τα γνω- 

ηςτϊ  ότι η λύςη αυτό εύναι  𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑. 23). Επομϋνωσ εύναι 𝑥 = 2 + 23𝑘, όπου 𝑘 ∈ ℤ. Θϋ-

τοντασ την τιμό αυτό του 𝑥  ςτην εξύςωςη  19 α   ϋχουμε, διαδοχικϊ, 

17 2 + 23𝑘 + 23𝑦 = 80,  34+17∙ 23𝑘+23y = 80, 23𝑦 = 80 − 34 − 391𝑘, 

23𝑦 = 46 − 17 ∙ 23 ∙ 𝑘, 𝑦 = 2 − 17𝑘  

και ϊρα γενικό λύςη τησ Διοφαντικόσ εξύςωςησ  δ  εύναι η 

𝑥 = 2 + 23𝑘, 𝑦 = 2 − 17𝑘, όπου 𝑘 ∈ ℤ, 𝑘 = αυθαύρετο. 

2.6.2.Παρϊδειγμα.  Σε ϋνα ταχυδρομεύο διαπύςτωςαν ξαφνικϊ ότι τουσ τελεύωςαν όλα τα ϊλλα 

γραμματόςημα και τουσ ϋμειναν μόνο γραμματόςημα ονομαςτικόσ αξύασ 3 και 5 λεπτών. 

Εύναι φανερό ότι δεν μπορούν με τϋτοια γραμματόςημα να «δημιουργόςουν» ταχυδρομικϊ 

τϋλη αξύασ 1λ   ενόσ λεπτού , 2λ, 4λ και 7λ, μπορούν όμωσ να δημιουργόςουν ταχυδρομικϊ 

τϋλη αξύασ 3λ και 5λ   αυτϊ ϊλλωςτε τα ϋχουν ϋτοιμα  και 8λ με ϋνα γραμ.  γραμματόςημο  

3λ και ϋνα γραμ. 5λ. Ο Προώςτϊμενοσ ςκϋφτηκε ότι μπορεύ να δημιουργηθούν ταχ.  ταχυ-

δρομικϊ  τϋλη  αξύασ: 

« 9 λεπτών με τρύα 3λ γραμ. »,   « 10λ με δύο 5λ γραμ. », 

« 11λ με δύο 3λ γραμ. και ϋνα 5λ »,   «12λ με 4 γραμ. 3λ» 

και αναρωτόθηκε αν εύναι δυνατό να δημιουργηθούν ταχ. τϋλη οποιαςδόποτε αξύασ 

μεγαλύτερησ ό ύςησ των 9λ.  Για να ελϋγξουμε  αν αυτό εύναι δυνατό εφαρμόζουμε την επα-

γωγικό μϋθοδο.  Ονομϊζουμε Ε ν  την πρόταςη 

Ε ν = < με 3λ  και 5λ γραμ. μπορούμε να δημιουργόςουμε ταχ. τϋλη αξύασ ν λεπτών > 

και παρατηρούμε ότι η πρόταςη Ε 8  εύναι αληθόσ. Υποθϋτουμε τώρα ότι η πρόταςη Ε ν  

εύναι αληθόσ για ν = κ ≥ 8, ότι δηλ. δημιουργόςαμε ταχ. τϋλοσ  αξύασ κ−λεπτών και θεωρούμε 

ταχ. τϋλοσ αξύασ  κ+1 −λεπτών.  

 Διακρύνουμε δύο περιπτώςεισ: 

α  αν το ταχ. τϋλοσ των κ−λεπτών  περιϋχει ϋνα 5λ γραμ. 

      Τότε αντικαθιςτούμε το  5λ αυτό γραμ. με δύο 3λ γραμ. και ϋχουμε ταχ. τϋλοσ αξύασ 

 κ+1 −λεπτών. 

β  αν το ταχ. τϋλοσ των  κ−λεπτών  δεν περιϋχει κανϋνα 5λ γραμ. 

     Τότε επειδό εύναι κ ≥ 8 το ταχ. τϋλοσ των κ−λεπτών περιϋχει τρύα τουλϊχιςτον  3λ γραμ. 

Αντικαθιςτούμε τρύα 3λ γραμ. με δύο 5λ γραμ. και ϋχουμε ταχ. τϋλη αξύασ  κ+1 −λεπτών. 

Αυτό ςημαύνει ότι η πρόταςη Ε ν  εύναι τότε αληθόσ και για τον  ν = κ+1. Σύμφωνα με το 

Πόριςμα 2.1.13, η πρόταςη Ε ν  εύναι αληθόσ για κϊθε φυςικό αριθμό ν ≥ 8. 

2.6.3.Παρϊδειγμα. Ο Πρόεδροσ ενόσ Μαθηματικού Τμόματοσ  Σχολόσ Θ.Ε) ςυγκϋντρωςε ςε 

μεγϊλη αύθουςα όλεσ τισ Φοιτότριεσ του Τμόματοσ και ϋδωςε ςε όλεσ να φορϋςουν ϋνα 
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καπϋλο μαύρου ό ϊςπρου χρώματοσ, χωρύσ καμύα να γνωρύζει το χρώμα του δικού τησ 

καπϋλου και τισ ανακούνωςε τα εξόσ:      

« Κϊθε μύα από εςϊσ φορϊει καπϋλο ϊςπρου ό μαύρου χρώματοσ. Στα κεφϊλια ςασ επϊνω 

υπϊρχουν καπϋλα και των δύο χρωμϊτων. Επιτρϋπεται να βλϋπετε η μύα την ϊλλη αλλϊ δεν 

επιτρϋπεται να μιλϊτε μεταξύ ςασ. Θα ϋρχομαι εδώ ανϊ μύα ώρα και θα περιμϋνω όςεσ από 

ςασ ϋχετε καταλϊβει ότι φορϊτε μαύρο καπϋλο να βγεύτε και να μου το πεύτε. » 

Ο Πρόεδροσ ϋφυγε και ϊρχιςε να επανϋρχεται ανϊ μύα ώρα ςτην αύθουςα. Οι Φοιτ.  Φοιτό-

τριεσ  που φορούςαν μαύρο καπϋλο και που όταν ςε πλόθοσ ν βγόκαν όλεσ μαζύ ςτην υπ. 

αριθ. ν επύςκεψη του Προϋδρου και του ανακούνωςαν ότι φορούςαν μαύρο καπϋλο. Πωσ το 

κατϊλαβαν; 

Θα απαντόςουμε ςτο ερώτημα αυτό εφαρμόζοντασ την επαγωγικό μϋθοδο. Θεωρούμε την 

πρόταςη 

Ε ν = < αν οι Φοιτ. που φορούν μαύρο καπϋλο εύναι ν  ςε πλόθοσ , αυτϋσ θα το καταλϊβουν  

όλεσ μαζύ ςτην υπ. αριθ. ν επύςκεψη του Προϋδρου > 

και παρατηρούμε ότι για  ν = 1 αυτό εύναι αληθόσ . Πρϊγματι, η μόνη  Φοιτ. που φορϊ μαύρο 

καπϋλο βλϋπει ότι όλα τα ϊλλα καπϋλα ςτην αύθουςα εύναι ϊςπρα. Επειδό ςτην αύθουςα 

υπϊρχει και  ϋνα τουλϊχιςτον  μαύρο καπϋλο καταλαβαύνει ότι αυτό φορϊ μαύρο καπϋλο. 

Έτςι, ςτην πρώτη επύςκεψη του Προϋδρου βγαύνει και του λϋει ότι φορϊ μαύρο καπϋλο. 

Υποθϋτουμε τώρα ότι η πρόταςη εύναι αληθόσ για ν = κ, ότι δηλ. αν οι Φοιτ. που φορούν 

μαύρο καπϋλο όταν ςε πλόθοσ κ, αυτϋσ θα το καταλϊβαιναν και θα ϋβγαιναν όλεσ μαζύ ςτην 

υπ. αριθ. κ επύςκεψη του Προϋδρου να του ανακοινώςουν ότι  φορούν μαύρο καπϋλο και 

αποδεικνύουμε ότι τότε  η πρόταςη  εύναι αληθόσ και για  ν = κ+1. Στην πρόταςη Ε κ+1  

υποθϋτουμε ότι υπϊρχουν κ+1  Φοιτ. που φορούν μαύρο καπϋλο. Αυτό αρχικϊ ςημαύνει ότι 

μϋχρι την προηγούμενη   υπ. αριθ. κ  επύςκεψη   του Προϋδρου δεν βγόκαν Φοιτ. να του ανα-

κοινώςουν το χρώμα του καπϋλου που φορούν. Ακόμη, κϊθε μύα από τισ  Φοιτ. που φορούν 

μαύρο καπϋλο βλϋπει ότι υπϊρχουν  κ  ςε πλόθοσ  ϊλλεσ Φοιτ. που  φορούν μαύρο καπϋλο. 

Σκϋπτεται ότι αν η ύδια φορούςε ϊςπρο καπϋλο, τότε  κ μόνο Φοιτ. θα φορούςαν μαύρο καπϋ-

λο και θα ϋβγαιναν όλεσ μαζύ ςτην προηγούμενη επύςκεψη  την υπ. αριθ. κ  του Προϋδρου να 

του το ανακοινώςουν.  Αφού αυτό δεν ϋγινε, καταλαβαύνει ότι η ύδια φορϊ μαύρο καπϋλο και 

ϊρα  κ+1  ακριβώσ Φοιτ. φορούν μαύρο καπϋλο. Το ύδιο ακριβώσ καταλαβαύνει και κϊθε μύα 

από τισ υπόλοιπεσ Φοιτ. που φορϊ μαύρο καπϋλο. Έτςι, βγαύνουν όλεσ μαζύ ςτην επόμενη   

την υπ. αριθ. κ+1  επύςκεψη του Προϋδρου και του λϋνε ότι φορούν μαύρο καπϋλο. 

Έχουμε αποδεύξει ότι αν η πρόταςη εύναι αληθόσ για 𝑛 = 𝑘 ∈ ℕ, τότε εύναι αληθόσ και για 

𝑛 = 𝑘 + 1. Σύμφωνα με το 1휊Θεώρημα τησ πλόρουσ επαγωγόσ, η πρόταςη εύναι αληθόσ για 

κϊθε 𝑛 ∈ ℕ.  

𝟐. 𝟕. 𝟏𝟏. 𝚷𝛂𝛒ϊ𝛅𝛆𝛊𝛄𝛍𝛂 . Σκακιςτόσ, ο οπούοσ ϋχει να δώςει ϋναν ςπουδαύο αγώνα, ςχεδιϊζει να  

προπονηθεύ τισ τελευταύεσ 35 μϋρεσ πριν τον αγώνα του, δύνοντασ φιλικούσ αγώνεσ με τουσ  
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δύο παρακϊτω όρουσ : 

 α  Να δύνει ϋναν τουλϊχιςτον φιλικό αγών κϊθε μϋρα. 

  β  Να μη δώςει ςυνολικϊ περιςςότερουσ από 59 φιλικούσ αγώνεσ. 

Να δειχτεύ ότι όπωσ και να προγραμματύςει τισ προπονόςεισ του ό θα υπϊρχει ημϋρα κατϊ 

την οπούα θα δώςει 10 ακριβώσ φιλικούσ αγώνεσ ό θα υπϊρχει μια ομϊδα διαδοχικών ημερών 

κατϊ τη διϊρκεια των οπούων θα δώςει ςυνολικϊ 10 φιλικούσ αγώνεσ. 

Λύςη. Ασ υποθϋςουμε ότι ο αθλητόσ προγραμματύζει να δώςει 휒1 αγώνεσ την πρώτη ημϋρα, 

휒2 τη δεύτερη  κ.λπ.  휒35  την 35η ημϋρα των προπονόςεών του και ασ καταςκευϊςουμε την 

ακολουθύα 

𝛼1, 𝛼2 ,   ⋯   , 𝛼34  , 𝛼35                                                            (4) 

όπου  𝛼1 = 휒1,  𝛼2 = 휒1+휒2 και γενικϊ 

𝑎𝑖 =  휒휅
𝑘= 𝑖
𝑘=1  , ∀ 𝑖 = 1, 2, 3, ⋯   , 35.                                             (5)                                        

Παρατηρούμε ότι η ακολουθύα  4  εύναι γνηςύωσ αύξουςα, αφού 휒𝑖 ≥ 1, ∀ 𝑖 = 2, 3, ⋯, 34, 35 

 και ότι εύναι 

 𝛼35 ≤ 59,                                                                 (6) 

 αφού ο όροσ 𝛼35  ιςούται με το ςυνολικό πλόθοσ όλων των προπονόςεων που θα γύνουν. 

Καταςκευϊζουμε τώρα και την ακολουθύα  

 𝛼1 + 10,  𝛼2 + 10,   ⋯   , 𝛼34+10, 𝛼35 + 10                                    (7)        

 και παρατηρούμε ότι κι αυτό εύναι γνηςύωσ αύξουςα  και ιςχύει    

  𝛼35 + 10 ≤ 59 + 10 (= 69).                                               (8)    

Έτςι, όλοι οι όροι τησ ακολουθύασ   4  εύναι διϊφοροι μεταξύ τουσ όπωσ και όλοι οι όροι τησ 

ακολουθύασ  7 . Οι όροι και των δύο μαζύ ακολουθιών εύναι ςε πλόθοσ  35+35 =70 ακϋραιοι 

που ανόκουν ςτο διϊςτημα [1, 69]. Επειδό το διϊςτημα αυτό περιϋχει 69 διαφορετικούσ 

ακϋραιουσ,  ςύμφωνα με την αρχό των περιςτεριών-κλουβιών  οι 69 ακϋραιοι του διαςτό-

ματοσ  1, 69   παύζουν το ρόλο των κλουβιών και 70 όροι και των δύο ακολουθιών παύζουν το 

ρόλο των πριςτεριών  οι 70 όροι και των δύο ακολουθιών δεν μπορεύ να εύναι όλοι διϊφοροι 

μεταξύ τουσ και ϊρα δύο τουλϊχιςτον από αυτούσ εύναι ύςοι μεταξύ τουσ. Αλλϊ επειδό οι όροι 

τησ  ακολουθύασ  4 , όπωσ επύςησ και τησ ακολουθύασ  7  εύναι διϊφοροι μεταξύ τουσ, η 

ιςότητα θα υπϊρχει μεταξύ ενόσ όρου τησ ακολουθύασ  4  και ενόσ όρου τησ ακολουθύασ  7 . 

Με ϊλλα λόγια, υπϊρχουν δεύκτεσ  𝑖, 𝑗  με  1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 351  και τϋτοιοι ώςτε να εύναι 𝛼𝑖 = 

= 𝛼𝑗 + 10. Επειδό εύναι 𝛼𝑖 > 𝑎𝑗  εύναι  και  𝑖 > 𝑗. Επομϋνωσ 

                                                           
1
  1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 35⇔  𝑖 ≠ 𝑗 , 1≤ 𝑖 ≤ 35, 1 ≤ 𝑗 ≤ 35. 
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𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 + 10 ⇒   휒휅
𝑘= 𝑖
𝑘=1 =  휒휅

𝑘= 𝑗
𝑘=1 +10 ⇒  휒휅

𝑘= 𝑗
𝑘=1 +  휒휅

𝑘= 𝑖
𝑘=𝑗+1 = 휒휅

𝑘= 𝑗
𝑘=1 +10 ⇒  

⇒  휒휅
𝑘= 𝑖
𝑘=𝑗+1 =10, 

δηλ. θα εύναι 

휒𝑗 +1+휒𝑗 +2+ ⋯ + 휒𝑖 = 10.                                                     ( 9) 

Τϋλοσ, αν εύναι  𝑖 = 𝑗 + 1, τότε την υπ’ αριθμόν  𝑗 + 1  ημϋρα ο ςκακιςτόσ θα δώςει 10 αγώνεσ 

και αν εύναι  𝑖 > 𝑗 + 1, τότε τισ  υπ’ αριθμόν  𝑗 + 1, 𝑗 + 2, ⋯ , 𝑖 διαδοχικϋσ ημϋρεσ  ο ςκακιςτόσ 

θα δώςει ςυνολικϊ 10 αγώνεσ. 

2.7.16. Παρϊδειγμα. Έχουμε 16λ. ςφ. δηλ. 16 λευκϊ ςφαιρύδια , 22μ. ςφ.  μαύρα ςφ.  και 30ε. 

ςφ.  ερυθρϊ ςφ. , όλα του ιδύου μεγϋθουσ και υφόσ. Τα τοποθετούμε όλα ςτο ύδιο δοχεύο, τα 

ανακατεύουμε καλϊ και κατόπιν βγϊζουμε τυχαύα ϋνα δεύγμα μεγϋθουσ 𝑛, όπου 𝑛 ∈ ℕ  δηλ. 

ϋνα δεύγμα που περιϋχει 𝑛 ςφαιρύδια . Να βρεθεύ ποιόσ πρϋπει να εύναι ο ελϊχιςτοσ 𝑛 ώςτε το 

δεύγμα να περιϋχει τουλϊχιςτον 11 ςφαιρύδια του ιδύου χρώματοσ. 

Λύςη. Χρηςιμοποιούμε 3 δοχεύα 𝛥휆 , 𝛥휇  και 𝛥휀για να τοποθετόςουμε ς’ αυτϊ  τα ςφαιρύδια του 

δεύγματοσ κατϊ χρώμα, δηλ. να τοποθετόςουμε τα λευκϊ ςτο δοχεύο 𝛥휆  , τα μαύρα ςτο 𝛥휇  και 

τα ερυθρϊ ςτο 𝛥휀 . Το ζητούμενο μϋγεθοσ του δεύγματοσ εύναι ο ακϋραιοσ  𝑛 ο οπούοσ ϋχει τισ 

δύο παρακϊτω ιδιότητεσ  i  και  ii): 

(i) Υπϊρχει δεύγμα με μϋγεθοσ  𝑛 − 1, το οπούο δεν ϋχει την ιδιότητα “Ι”, 

(ii) Κϊθε δεύγμα με μϋγεθοσ μεγαλύτερο ό ύςο του 𝑛 ϋχει την ιδιότητα “Ι”,  

όπου                𝛪 = < το δεύγμα περιϋχει 11 τουλϊχιςτον ςφαιρύδια του ιδύου χρώματοσ >. 

Ο ακϋραιοσ 𝑛 ο οπούοσ ϋχει τισ δύο αυτϋσ ιδιότητεσ εύναι ο 𝑛 = 31. Πρϊγματι, το δεύγμα με 

μϋγεθοσ 31 − 1 = 30, το οπούο περιϋχει 10λ. ςφ. , 10μ. ςφ.  και 10ε. ςφ. δεν ϋχει τη ζητούμενη 

ιδιότητα, δηλ. ο 𝑛 = 31 ϋχει την ιδιότητα  i  . Ασ εύναι τώρα τυχαύο δεύγμα δ με μϋγεθοσ      

𝑛 ≥ 31. Ελϋγχουμε τα 30 πρώτα ςφαιρύδια του δεύγματοσ  δ. Αν ςε αυτϊ υπϊρχουν 11 ςφ. του 

ιδύου χρώματοσ, τότε το δεύγμα δ ϋχει και την ιδιότητα  ii . Στην αντύθετη περύπτωςη, ςτα 30 

πρώτα ςφαιρύδια του δεύγματοσ δ θα υπϊρχουν 10λ. ςφ. , 10μ. ςφ.  και 10ε. ςφ. Αλλϊ τότε, αν 

ςε αυτϊ  προςτεθεύ και ϋνα ακόμη ςφ., επειδό αυτό θα ϋχει ϋνα από τα 3 χρώματα, το δεύγμα 

θα αποκτόςει 11 ςφ. ενόσ εκ των 3 χρωμϊτων και θα ϋχει και την ιδιότητα  ii . Έχουμε δεύξει 

ότι το ζητούμενο μϋγεθοσ δεύγματοσ εύναι το 𝑛 = 31. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

3.3.7. Οριςμόσ. ( Συνδυαςμού με επαναλόψεισ των 𝒏 αντικειμϋνων ανϊ 𝒓).  

Θεωρούμε ϋνα ςύνολο με 𝑛 ςτοιχεύα 𝛢 =  𝛼1, 𝛼2 , ⋯ , 𝛼𝑛 , όπου 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 3 και υπεν-

θυμύζουμε ότι ϋνασ ςυνδυαςμόσ  των 𝑛 ςτοιχεύων του 𝛢 ανϊ 𝑟 εύναι ϋνα 𝑟 − υποςύνολο 𝐴𝑟
(𝑖)

=  

=  𝑎𝑖1
, 𝑎𝑖2

, ⋯ , 𝑎𝑖𝑟   του 𝛢. Υπενθυμύζουμε, ακόμη,  Βλϋπε § 1.1.10  ότι αν επιτρϋψουμε ςε 
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οριςμϋνα από τα ςτοιχεύα του 𝐴𝑟
(𝑖)

 να επαναλαμβϊνονται, τότε αυτό παύει να εύναι ςύνολο 

και μετατρϋπεται ςε “𝒓 −ςυλλογό” ςτοιχεύων του  ςυνόλου 𝛢. Με τον όρο 

“ ςυνδυαςμού 𝛍𝛆 𝛆𝛑𝛂𝛎𝛂𝛌ό𝛙𝛆𝛊𝛓 των ςτοιχεύων του 𝜜 ανϊ 𝒓 ” 

θα εννοούμε όλα τα  𝑟 − υποςύνολα του 𝛢 και όλεσ τισ “𝑟 −ςυλλογϋσ” ςτοιχεύων του  ςυνόλου 

𝛢.  

3.3.8. Παρϊδειγμα. To 4 – υποςύνολο  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4  του Α, όπωσ και οι παρακϊτω ςυλλογϋσ 

αντικειμϋνων 

  𝑎1, 𝑎2, 𝑎2, 𝑎𝑛  ,   𝑎3, 𝑎2, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−1  ,   𝑎2, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎3  ,   𝑎𝑛 , 𝑎𝑛 , 𝑎𝑛 , 𝑎𝑛  

εύναι ςυνδυαςμού με επαναλόψεισ των ςτοιχεύων του ςυνόλου 𝛢 =  𝛼1 , 𝛼2 , ⋯ , 𝛼𝑛   ανϊ 4, 

 όπου 𝑛 ≥ 4). 

3.3.9. Πρόταςη. “ Οι ςυνδυαςμού με επαναλόψεισ των ςτοιχεύων του ςυνόλου 𝛢 = {𝛼1 , 𝛼2 , ⋯, 
 𝛼𝑛  ανϊ  𝑟 εύναι ςε πλόθοσ ύςο με  

𝐶 𝑛 + 𝑟 − 1, 𝑟 =  
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟
  ”.                                                 (2) 

Απόδειξη.  Θεωρούμε ϋνα ςύνολο με  𝑟 − 1  ςτοιχεύα 

𝛣𝑟−1
𝑏 =  𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑟−1 , 

 τα οπούα καλούμε “ μπαλλαντϋρ ” και ασ πϊρουμε την ϋνωςη 

𝐴 ∪ 𝛣𝑟−1
𝑏 =  𝛼1, 𝛼2 , ⋯ , 𝛼𝑛 , 𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑟−1   .                                      (3) 

Επειδό το ςύνολο  3  ϋχει 𝑛 + 𝑟 − 1 ςτοιχεύα, αυτό ϋχει και  𝐶(𝑛 + 𝑟 − 1, 𝑟) ςε πλόθοσ 𝑟 − 

υποςύνολα  δηλ. υποςύνολα με 𝑟 −ςτοιχεύα . Ένα τϋτοιο υποςύνολο εύναι τησ μορφόσ  

 𝛼𝑖1
, 𝛼𝑖2 

, ⋯ ,  𝑎𝑖휅 ,  𝑏𝑗1
, 𝑏𝑗2 

, ⋯ ,  𝑏𝑗휆
                                                 (4) 

όπου 휅 ≥ 1 και 휅 + 휆 = 𝑟. Παρατηρούμε τώρα ότι αν τα ςτοιχεύα 𝑏𝑗1
, 𝑏𝑗2

, ⋯ , 𝑏𝑗휆
  δηλ. τα ςτοι-

χεύα-μπαλλαντϋρ   του ςυνόλου  4  αντικαταςταθούν από ςτοιχεύα του ςυνόλου 𝛢, τότε το 

υποςύνολο  4  γύνεται ϋνασ ςυνδυαςμόσ με επαναλόψεισ των ςτοιχεύων του 𝛢 ανϊ 

𝑟. Αντύςτροφα,  αν τα επαναλαμβανόμενα ςτοιχεύα  εφόςον υπϊρχουν  ενόσ ςυνδυαςμού 

με επαναλόψεισ των ςτοιχεύων του 𝛢 ανϊ 𝑟, αντικαταςταθούν με ςτοιχεύα μπαλλαντϋρ τότε ο 

ςυνδυαςμόσ μετατρϋπεται ςε υποςύνολο του ςυνόλου 𝐴 ∪ 𝛣𝑟−1 
𝑏 . Έτςι, το πλόθοσ των ςυν-

δυαςμών με επαναλόψεισ των ςτοιχεύων του 𝛢 ανϊ 𝑟 ιςούται με το πλόθοσ των  𝑟 − υπο-

ςυνόλων του ςυνόλου 𝐴 ∪ 𝛣𝑟−1
𝑏  , δηλ. ιςούται με 

𝐶(𝑛 + 𝑟 − 1, 𝑟). 

3.3.10. Παρϊδειγμα. Ένα αρτοποιεύο παρϊγει 6 διαφορετικϊ εύδη ψωμιού, των 350 gr. το  

τεμϊχιο. Να βρεθεύ με πόςουσ διαφορετικούσ τρόπουσ μπορούμε να αγορϊςουμε 8  τεμϊχια 

ψωμιών από το αρτοποιεύο αυτό. 

Λύςη. Επειδό κϊθε διαφορετικόσ τρόποσ εκλογόσ 8 τεμαχύων ψωμιού αντιςτοιχεύ ςε ϋναν 

ςυνδυαςμό με επανϊληψη των 6 αντικειμϋνων ανϊ 8, το ζητούμενο πλόθοσ των διαφο-

ρετικών τρόπων αγορϊσ ιςούται με τουσ ςυνδυαςμούσ με επανϊληψη των 6 αντικειμϋνων 

ανϊ 8. Επομϋνωσ εύναι ύςο με 

𝐶 6 + 8 − 1, 8 =  
13
8

 =
13!

 8! ×(5!)
=

9∙10∙11∙12∙13

1∙2∙3∙4∙5
 = 9 ∙ 11 ∙ 13 = 1.287. 

3.3.11. Τοποθϋτηςη 𝒏 ομούων αντικειμϋνων ςε 𝒓 διαφορετικϊ δοχεύα. 

Θεωρούμε 𝑛 (∈ ℕ   όμοια αντικεύμενα 

𝑏 𝑏 ⋯  𝑏     
𝑛−휎휀  휋휆ό휃휊휍

                                                                            (1) 
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και 𝑟 αριθμημϋνα  ϊρα διαφορετικϊ  δοχεύα  

𝛥1, 𝛥2 , ⋯ , 𝛥𝑟 ,                                                                       (2) 

όπου 𝑟 ∈ ℕ, 𝑟 ≥ 2. Τοποθετούμε τώρα με κϊποιο τρόπο ϋνα-ϋνα τα αντικεύμενα  1  ςτα 

δοχεύα  2 . Μετϊ από κϊθε τοποθϋτηςη ενόσ αντικειμϋνου, γρϊφουμε επύ ευθεύασ γραμμόσ το 

δοχεύο 𝛥𝑖  ςτο οπούο γύνεται η τοποθϋτηςη αυτό. To δοχεύο 𝛥𝑖  γρϊφεται ςτα αριςτερϊ του 𝛥𝑗 , 

για όλα τα 𝑖 < 𝑗. Αν ςτο δοχεύο 𝛥𝑖  ϋχουμε  και δεύτερη ό τρύτη κ.λπ. τοποθϋτηςη αντικειμϋνου 

γρϊφουμε και δεύτερη ό και τρύτη κ.λπ. φορϊ το ςύμβολο 𝛥𝑖  δύπλα ςτο προηγούμενο  ό ςτα 

δύο προηγούμενα  κ.λπ. Μετϊ την τοποθϋτηςη όλων των αντικειμϋνων  1  ςτα δοχεύα, θα 

προκύψει ϋνα “ςχόμα” τησ μορφόσ 

𝛥1𝛥1  ⋯  𝛥1
       

휅1−휑휊휌 ϋ휍

𝛥2𝛥2  ⋯  𝛥2
       

휅2−휑휊휌 ϋ휍

   ⋯   𝛥𝑟  𝛥𝑟  ⋯  𝛥𝑟
         

휅𝑟−휑휊휌 ϋ휍

 ,                                         (3) 

όπου 0 ≤ 휅𝑖 , ∀ 𝑖  και  휅1 + 휅2 +  ⋯ + 휅𝑟 = 𝑛. Όπωσ εύναι φανερό, το ςχόμα  3  αντιςτοιχεύ  ςε 

ϋναν ςυνδυαςμό με επαναλόψεισ των 𝑟 αντικειμϋνων  𝛥1, 𝛥2, ⋯ , 𝛥𝑟) ανϊ 𝑛. Τϋλοσ, επειδό η 

αντιςτοιχύα αυτό εύναι 1 − 1 και επύ, το  πλόθοσ των διαφορετικών τρόπων τοποθϋτηςησ των 

𝑛 όμοιων αντικειμϋνων  1  ςε 𝑟 αριθμημϋνα δοχεύα εύναι ύςο με το πλόθοσ των ςυνδυαςμών 

με επαναλόψεισ των 𝑟 αντικειμϋνων ανϊ 𝑛, δηλ. ύςο με  

𝐶 𝑟 + 𝑛 − 1, 𝑛 =  
𝑟 + 𝑛 − 1

𝑛
   =  

𝑟 + 𝑛 − 1
𝑟 − 1

  . 

Σημειώνουμε το ςυμπϋραςμα αυτό ςαν: 

3.3.12. Πρόταςη.  “Το πλόθοσ των διαφορετικών τρόπων τοποθϋτηςησ 𝑛 όμοιων αντικειμϋ-

νων ςε 𝑟 αριθμημϋνα  διαφορετικϊ  δοχεύα εύναι ύςο με το πλόθοσ των ςυνδυαςμών με 

επαναλόψεισ των  𝑟 αντικειμϋνων ανϊ 𝑛, δηλ. ύςο με 

𝐶 𝑟 + 𝑛 − 1, 𝑛 . ” 

 

3.7.22. Παρϊδειγμα. Να βρεθούν η μϋςη τιμό και η διακύμανςη τησ τυχαύασ μεταβλητόσ 𝛸 που 

ακολουθεύ διωνυμικό κατανομό, δηλ. που ϋχει ςυνϊρτηςη πυκνότητασ πιθανότητασ την  

𝑓𝑋 휅 =  
휈
휅
 𝑝휅𝑞휈−휅 ,  휅 = 0, 1, 2, ⋯ , 휈, 

όπου 휈 ∈ ℕ  και  𝑞 = 1 − 𝑝. 

Λύςη. Η μϋςη τιμό τησ 𝛸 εύναι η 

휇 =  휅 ∙ 𝑓𝑋 휅 =   휅 ∙  
휈
휅
 𝑝휅𝑞휈−휅 =휅=휈

휅=0
휅=휈
휅=0  휅 ∙  

휈
휅
 𝑝휅𝑞휈−휅휅=휈

휅=1 . 

Επειδό 

휅 ∙  
휈
휅
  = κ∙

휈 !

 휅 ! × 휈−휅 !
= 휈 ∙

 휈−1 !

  휅−1 ! × 휈−휅 !
= 휈 ∙  

휈 − 1
휅 − 1

 , 

ϋχουμε 

μ =  휈 ∙  
휈 − 1
휅 − 1

 𝑝휅𝑞휈−휅휅=휈
휅=1 = 

휅−1=휆

휈    
휈 − 1

휆
 𝑝휆+1𝑞(휈−1)−휆휆=휈−1

휆=0  = 

= 휈 ∙ 𝑝 ∙    
휈 − 1

휆
 𝑝휆𝑞 휈−1 −휆휆=휈−1

휆=0  = 휈 ∙ 𝑝 ∙ (𝑝 + 𝑞)휈−1 = 휈 ∙ 𝑝 ∙ 1휈−1 = 휈 ∙ 𝑝 . 
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Η διακύμανςη τησ 𝛸 εύναι η 

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝛦(𝛸 − 휇)2 =   휅 − 휇 휅=휈
휅=1

2
 𝑓𝑋 휅 . 

Επειδό 

(휅 − 휇)2 =  휅2 − 2휅휇 + 휇2= 휅 휅 − 1 +  1 − 2휇 휅 + 휇2 και 

휅 휅 − 1 ∙  
휈
휅
 𝑞휈−휅𝑝휅 = 휈(휈 − 1) ∙ 𝑝2 ∙  

휈 − 2
휅 − 2

 𝑞 휈−2 −(휅−2)𝑝휅−2, 

ϋχουμε 

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =   휅 휅 − 1 +  1 − 2휇 휅 + 휇2 휅=휈
휅=0   

휈
휅
 𝑞휈−휅𝑝휅  = 

=  휅(휅 − 1)휅=휈
휅=0  

휈
휅
 𝑞휈−휅𝑝휅 +  1 − 2휇  휅 ∙  

휈
휅
 휅=휈

휅=0 𝑞휈−휅𝑝휅 + 휇2 ∙   
휈
휅
 𝑞휈−휅𝑝휅휅=휈

휅=0 = 

= 휈(휈 − 1)𝑝2    
휈 − 2
휅 − 2

 𝑞 휈−2 −(휅−2)𝑝휅−2휅=휈−2
휅=2  + 1 − 2휇 ∙ 휇 + 휇2 ∙ 1 = 

휈 휈 − 1 𝑝2(𝑞 + 𝑝)휈−2 + 휇 − 2휇2 + 휇2 = 휈 휈 − 1 𝑝2 + 휈𝑝 − 휈2𝑝2 = 

= 휈𝑝 − 휈𝑝2 = 휈𝑝 1 − 𝑝 = 휈𝑝𝑞. 

Άςκηςη 4. 

Δϋκα  Η/Υ , οι 𝛶1 , 𝛶2 , 𝛶3 , 𝛶4 , 𝛶5 , 𝛶6 , 𝛶7 , 𝛶8 , 𝛶9, 𝛶10 , ςυνδϋονται με 6 εκτυπωτϋσ, 𝛦1, 𝛦2 , 𝛦3, 𝛦4, 𝛦5, 

𝛦6, ϋτςι ώςτε το δύκτυο των ςυνδϋςεων να ϋχει την παρακϊτω ιδιότητα  Ι . 

Ιδιότητα  Ι . « Έξι οποιδόποτε Η/Υ μπορούν ταυτόχρονα να ςυνδεθούν με τουσ 6 εκτυπωτϋσ» 

Να βρεθεύ πόςεσ τουλϊχιςτον ςυνδϋςεισ   ό, ιςοδύναμα, πόςα τουλϊχιςτον καλώδια τα οπούα 

ςυνδϋουν ϋναν Η/Υ με ϋναν εκτυπωτό, το καθϋνα  χρειϊζονται για να ϋχει το δύκτυο την ιδιό-

τητα  Ι . 

Λύςη. Παριςτϊνουμε με το ςύμβολο 𝛶𝑖 ↔ 𝐸𝑗  τη ςύνδεςη του υπολογιςτό 𝛶𝑖  με τον εκτυπωτό 

𝐸𝑗 , ςτη ςυνϋχεια κϊνουμε τισ 6 ςυνδϋςεισ  

𝛶1 ↔ 𝐸1, 𝛶2 ↔ 𝐸2 , 𝛶3 ↔ 𝐸3, 𝛶4 ↔ 𝐸4 , 𝛶5 ↔ 𝐸5 , 𝛶6 ↔ 𝐸6                             (1) 

και κατόπιν τισ 4 ∙ 6 = 24 ςυνδϋςεισ  

𝛶𝑖 ↔ 𝐸𝑗  ,  ∀ 𝑖 = 7, 8, 9, 10,  𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5, 6,                                       (2) 

με τισ οπούεσ ςυνδϋονται καθϋνασ από τουσ 4 υπολογιςτϋσ 𝛶7 , 𝛶8 , 𝛶9, 𝛶10  με όλουσ τουσ εκτυ-

πωτϋσ. Όπωσ εύναι φανερό, το παραπϊνω δύκτυο με τισ 6 + 24 = 30 ςυνδϋςεισ  1  &  2  ϋχει 

την ιδιότητα  Ι . Απομϋνει να δεύξουμε ότι ο αριθμόσ 30 εύναι ο ελϊχιςτοσ αριθμόσ ςυνδϋςεων 

ενόσ δικτύου, για να ϋχει το δύκτυο την ιδιότητα  Ι . Για το ςκοπό αυτόν θεωρούμε ϋνα δύκτυο 

Δ με 29 ςυνδϋςεισ και αποδεικνύουμε ότι αυτό δεν μπορεύ να ϋχει την ιδιότητα  Ι . Πρϊγματι, 
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τότε ςτο δύκτυο Δ υπϊρχει υποχρεωτικϊ ϋνασ τουλϊχιςτον εκτυπωτόσ ο οπούοσ ϋχει το πολύ 

4 ςυνδϋςεισ, γιατύ ςτην αντύθετη περύπτωςη κϊθε εκτυπωτόσ θα εύχε από 5 τουλϊχιςτον 

ςυνδϋςεισ ςτο Δ και όλοι οι εκτυπωτϋσ θα εύχαν τουλϊχιςτον 6 ∙ 5 =30 ςυνδϋςεισ ςτο Δ, 

αντύφαςη. Ονομϊζουμε τώρα  𝛦𝑗0
 τον εκτυπωτό ο οπούοσ ςυνδϋεται με 4 το πολύ Η/Υ  ςτο Δ  

και παρατηρούμε ότι ο εκτυπωτόσ αυτόσ  𝛦𝑗0
) δεν ςυνδϋεται με τουλϊχιςτον 6  Η/Υ . Αν 

𝛶𝑖1
,  𝛶𝑖2

, 𝛶𝑖3
,  𝛶𝑖4

𝛶𝑖5
,  𝛶𝑖6

                                                              (3) 

εύναι 6 από τουσ Η/Υ οι οπούοι δεν ςυνδϋονται με τον 𝛦𝑗0
, τότε η εξϊδα αυτό  3  των Η/Υ δεν 

ϋχει την ιδιότητα  Ι , αφού κανϋνασ από αυτούσ δεν ςυνδϋεται με τον εκτυπωτό 𝛦𝑗0
 και ϊρα 

το δύκτυο Δ δεν ϋχει την ιδιότητα  Ι . 

Άςκηςη 13. 

Τϋςςερεισ ϊνδρεσ, οι 𝛼1,  𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 και πϋντε γυναύκεσ, οι 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5 πρϋπει να μπούν ςε 

ςειρϊ, ό ϋνασ πύςω από τον ϊλλον, μπροςτϊ ςε ϋνα ταμεύο για να πληρώςουν. Με πόςουσ 

τρόπουσ μπορεύ να γύνει αυτό αν 

 α   οι γυναύκεσ προηγούνται των ανδρών; 

 β   όλοι οι ϊνδρεσ κατϋχουν γειτονικϋσ θϋςεισ; 

 γ   όλεσ οι γυναύκεσ κατϋχουν γειτονικϋσ θϋςεισ; 

 δ  κανϋνα ζεύγοσ γυναικών δεν κατϋχει γειτονικϋσ θϋςεισ; 

 ε  μεταξύ του ϊνδρα 𝛼2 και τησ γυναύκασ 𝛾2 παρεμβϊλλονται 3 ϊτομα; 

(Λύςη.  α  Μια τϋτοια τοποθϋτηςη θα εύναι τησ μορφόσ  

ΤΑΜΕΙΟ   ←  𝛾𝑖1
𝛾𝑖2

 𝛾𝑖3
𝛾𝑖4

𝛾𝑖5
 𝑎𝑗1

 𝑎𝑗2
 𝑎𝑗3

𝑎𝑗4
,                                                (1) 

όπου 𝛾𝑖1
𝛾𝑖2

 𝛾𝑖3
𝛾𝑖4

𝛾𝑖5
 εύναι μια μετϊθεςη των γυναικών μεταξύ τουσ και 𝑎𝑗1

 𝑎𝑗2
 𝑎𝑗3

𝑎𝑗4
 εύναι μια 

μετϊθεςη των ανδρών μεταξύ τουσ. Επειδό υπϊρχουν 5! μεταθϋςεισ των γυναικών μεταξύ 

τουσ και 4! μεταθϋςεισ των ανδρών μεταξύ τουσ, ςύμφωνα με τον κανόνα του γινομϋνου 

υπϊρχουν  5! ×  4! =  120 ×  24 = 2.880 διαφορετικού τρόποι τοποθϋτηςησ τησ μορφόσ 

(1). 

 β  Συμβολύζουμε με 𝛢 = 𝑎𝑗1
 𝑎𝑗2

 𝑎𝑗3
𝑎𝑗4

 μια τοποθϋτηςη των 4 ανδρών ςε γειτονικϋσ θϋςεισ και 

παρατηρούμε ότι τα 6 ςύμβολα 𝛾𝑖1
, 𝛾𝑖2

, 𝛾𝑖3
, 𝛾𝑖4

, 𝛾𝑖5
και Α  μπορούν να τοποθετηθούν μπροςτϊ 

ςτο ταμεύο με 6! διαφορετικούσ τρόπουσ  όπωσ π.χ. τον 

 ΤΑΜΕΙΟ  ← 𝛾𝑖1
𝛾𝑖2

𝛢 𝛾𝑖3
𝛾𝑖4

𝛾𝑖5  ).                                                     (2) 

 Επειδό από κϊθε μύα μετϊθεςη των παραπϊνω 6 ςυμβόλων παύρνουμε, μεταθϋτοντασ μόνο 

τουσ ϊνδρεσ μεταξύ τουσ, 4!  μεταθϋςεισ του ζητούμενου τύπου, από όλεσ τισ μεταθϋςεισ των 

6 αντικειμϋνων θα πϊρουμε  6! ×  4! =  720 ×  24 = 17.280  μεταθϋςεισ του ζητούμενου 
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τύπου. Με ϊλλα λόγια, υπϊρχουν 17.280 τρόποι τοποθϋτηςησ των ανδρών και γυναικών ςε 

μια γραμμό μπροςτϊ ςτο ταμεύο, ςτισ οπούεσ οι ϊνδρεσ όλοι  κατϋχουν γειτονικϋσ θϋςεισ. 

 γ   Απϊντηςη :  (5!)×  5! =  120 ×  120 = 14.400 

 δ   Για να μην κατϋχουν δύο γυναύκεσ διαδοχικϋσ θϋςεισ, πρϋπει μεταξύ δύο οποιονδόποτε 

γυναικών να παρεμβϊλλεται ϋνασ τουλϊχιςτον ϊνδρασ. Έτςι, υποχρεωτικϊ όλοι οι ϊνδρεσ θα 

τοποθετηθούν μεταξύ δύο γυναικών και η ζητούμενη  τοποθϋτηςό τουσ θα εύναι μύα και μόνη 

η: 

ΤΑΜΕΙΟ  ← 𝛾𝑖1
𝑎𝑗1

𝛾𝑖2
 𝑎𝑗2

𝛾𝑖3
𝑎𝑗3

𝛾𝑖4
𝑎𝑗4

𝛾𝑖5
.                                           (3) 

Μεταθϋτοντασ τώρα μόνο τισ γυναύκεσ μεταξύ τουσ παύρνουμε 5! μεταθϋςεισ ςτισ οπούεσ δύο 

οποιεςδόποτε γυναύκεσ δεν κατϋχουν γειτονικϋσ θϋςεισ. Ανϊλογα, από κϊθε μύα τϋτοια 

μετϊθεςη, μεταθϋτοντασ μόνο τουσ ϊνδρεσ μεταξύ τουσ, παύρνουμε 4! μεταθϋςεισ του 

ζητούμενου τύπου και ϊρα υπϊρχουν 

(5!)×  4! = 2.880 

τρόποι τοποθϋτηςησ των ανδρών και γυναικών μπροςτϊ ςτο ταμεύο ςε ςειρϊ ϋτςι ώςτε δύο 

οιποιεςδόποτε γυναύκεσ να μην κατϋχουν γειτονικϋσ θϋςεισ. 

 ε  Συμβολύζουμε με 

ΤΑΜΕΙΟ   ←  𝛼2𝑥𝑥𝑥𝛾2𝑥𝑥𝑥𝑥                                                           (4) 

την τοποθϋτηςη των ανδρών και γυναικών με τον ϊνδρα 𝛼2 να κατϋχει την 1η θϋςη και τη 

γυναύκα 𝛾2 να κατϋχει την 5휂  θϋςη και παρατηρούμε ότι ςτην τοποθϋτηςη  4  οι 7 θϋςεισ που 

καλύπτονται με 𝑥 μπορούν να καλυφθούν από οποιοδόποτε από τα υπόλοια 7 ϊτομα. Με 

ϊλλα λόγια, υπϊρχουν 7! τρόποι τοποθετηςησ των ανδρών και γυναικών τησ μορφόσ  4 . 

Παρατηρούμε, ακόμη, ότι η “δυϊδα” 𝛼2 − − − 𝛾2 μπορεύ να πϊρει και τισ θϋςεισ 

𝑥𝛼2𝑥𝑥𝑥𝛾2𝑥𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝛼2𝑥𝑥𝑥𝛾2𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝛼2𝑥𝑥𝑥𝛾2𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝛼2𝑥𝑥𝑥𝛾2 

μϋςα ςτην 9-ϊδα και επομϋνωσ παύρνουμε από την παραπϊνω δυϊδα 5 × (7!) τρόπουσ 

τοποθϋτηςησ. Επειδό όμωσ βρύςκουμε και ϊλλουσ τόςουσ ακριβώσ τρόπουσ τοποθϋτηςησ, αν 

ξεκινόςουμε τώρα από την τοποθϋτηςη 

𝛾2𝑥𝑥𝑥𝛼2𝑥𝑥𝑥𝑥, 

οι διϊφοροι τρόποι τοποθϋτηςησ  των 9 ανδρών και γυναικών μπροςτϊ ςτο ταμεύο ςε ςειρϊ 

ϋτςι ώςτε μεταξύ των 𝛼2 και 𝛾2 να παρεμβϊλλονται 3 ϊλλα ϊτομα εύναι ςε πλόθοσ   

2× 5 ×  7! = 50.400. 

Άςκηςη 27. 

Θεωρούμε ϋνα ςύνολο 80 ατόμων, τα οπούα ϋχουν διαφορετικϊ ύψη. Να βρεθεύ με πόςουσ 

τρόπουσ μπορούμε να εκλϋξουμε δύο ομϊδεσ των 10 ατόμων η κϊθε μύα, ϋτςι ώςτε το 
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ψηλότερο ϊτομο τησ 1휂휍  ομϊδασ να εύναι πιο κοντό από το κοντύτερο ϊτομο τησ δεύτερησ 

ομϊδασ. 

( Λύςη. Τοποθετούμε τα 80 ϊτομα επύ ευθεύασ με ςειρϊ αυξανόμενου ύψουσ και τα αριθμούμε 

παύρνοντασ τη μετϊθεςη 

1, 2, 3, 4, ⋯   ,77, 78, 79, 80.                                                    (1) 

Κατόπιν τα χωρύζουμε ςε 8 ομϊδεσ των 10 ατόμων από αριςτερϊ προσ τα δεξιϊ, παύρνοντασ 

τισ ομϊδεσ 

𝛰1 = < 1 2 3 ⋯ 9 10 >, 𝛰2 = < 11, 12, ⋯ , 20 >  κ.ο.κ.  𝛰8= < 71, 72, ⋯ , 80 >. 

Επιλϋγουμε τώρα ςαν πρώτη την ομϊδα 𝛰1 . Σαν δεύτερη ομϊδα επιλϋγουμε μύα –μύα όλεσ τισ 

υπόλοιπεσ και ϋτςι ϋχουμε τα παρακϊτω 7 ζεύγη ομϊδων,  

 𝛰1, 𝛰2 ,  𝛰1, 𝛰3 , ⋯ ,  𝛰1, 𝛰8  

τα οπούα ϋχουν την απαιτούμενη ιδιότητα. Επιλϋγουμε κατόπιν ςαν πρώτη την ομϊδα 𝛰2 και 

ςαν δεύτερεσ τισ ομϊδεσ 𝛰3, 𝛰4, ⋯ , 𝛰8 και ϋτςι ϋχουμε τα παρακϊτω 6 ζεύγη ομϊδων, 

 𝛰2, 𝛰3 ,  𝛰2, 𝛰4 , ⋯ ,  𝛰2, 𝛰8 , 

τα οπούα ϋχουν την απαιτούμενη ιδιότητα. Συνεχύζοντασ με τον τρόπο αυτόν θα πϊρουμε 5  

ακόμη ζεύγη, 4 ακόμη ζεύγη, 3 ακόμη ζεύγη, 2 ακόμη ζεύγη και τϋλοσ 1 ακόμη ζεύγοσ που όλα 

θα ϋχουν την απαιτούμενη ιδιότητα. Έτςι, θα ϋχουμε πϊρει ςυνολικϊ 

7+6+5+4+3+2+1 = 
7×(7+1)

2
=

7∙8

2
= 28 

ζεύγη τα οπούα θα ϋχουν την απαιτούμενη ιδιότητα. 

Άςκηςη 48. 

 α  Να βρεθεύ  το πλόθοσ των ακεραύων μη αρνητικών λύςεων τησ εξύςωςησ 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4  + 𝑥5 = 23.                                                       (1) 

 β  Πόςεσ από τισ λύςεισ αυτϋσ τησ  α  επαληθεύουν τισ ςυνθόκεσ  

𝑥𝑖 ≥ 2, ∀ 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5; 

 γ  Το ύδιο με τη  β  για τισ ςυνθόκεσ 

𝑥1 ≥ 2,  𝑥2 ≥ 3,  𝑥3 ≥ 4,  𝑥4 ≥ 5,  𝑥5 ≥ 6. 

 δ   Το ύδιο με τη  β  για τη ςυνθόκη 𝑥1 < 4.   

 ( Λύςη :  α  Το πλόθοσ των ακεραύων μη αρνητικών λύςεων τησ εξύςωςησ  1  ιςούται με το 

πλόθοσ των διαφορετικών τρόπων τοποθϋτηςησ 23 ομούων αντικειμϋνων ςε 5 αριθμημϋνα   
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ϊρα διαφορετικϊ  δοχεύα  τισ μεταβλητϋσ  . Σύμφωνα με την § 3.3.11, το πλόθοσ αυτό 

ιςούται με  

 
23 + 5 − 1

23
 =  

27
23

 =
 27 !

[ 23 !]×4!
=

 24 × 25 × 26 ×(27)

2×3×4
 = 17.550. 

 β   Για να ικανοποιούνται οι ςυνθόκεσ  𝑥𝑖 ≥ 2, ∀ 𝑖 πρϋπει πρώτα να τοποθετηθούν από δύο 

αντικεύμενα ςτα 5 δοχεύα  μεταβλητϋσ . Έτςι θα “δαπανηθούν” 2 × 5 = 10 αντικεύμενα και 

θα μεύνουν για  ελεύθερη   κατανομό ςε όλα τα δοχεύα  5  τα υπόλοιπα 23 − 10 = 13  αντι-

κεύμενα. Σύμφωνα με την § 3.3.11, αυτό γύνεται με  

 
13 + 5 − 1

13
 =  

17
13

 =
 17 !

  13 ! ×(4!)
=

 14 × 15 × 16 × 17 

2×3×4
 = 2.380  τρόπουσ . 

 γ   Όπωσ και ςτη  β , πρϋπει πρώτα να τοποθετηθούν 2 αντικεύμενα ςτο 1휊δοχεύο, 3 αντικ. 

ςτο 2휊  δοχεύο, 4 αντικ. ςτο 3휊  δοχεύο, 5 αντικ. ςτο 4휊  δοχεύο και 6 αντικ. ςτο 5휊  δοχεύο. Έτςι 

θα “δαπανηθούν” 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 20 αντικεύμενα και θα μεύνουν για  ελεύθερη   κατϊ-

νομό ςε όλα τα δοχεύα  5  τα υπόλοιπα 23 − 20 = 3  αντικεύμενα. Σύμφωνα με την § 3.3.11, 

αυτό γύνεται με  

 
3 + 5 − 1

3
 =  

7
3
 =

7!

 3! ×(4!)
=

5×6×7

2×3
= 35  τρόπουσ . 

 δ  Επειδό 𝑥1 < 4 ⇔ 𝑥1 ∈  0, 1, 2, 3  και επειδό: 

        1   αν 𝑥1 = 0, τότε πρϋπει τα 23 αντικ. να κατανεμηθούν ςε 4 δοχεύα, 

        2   αν 𝑥1 = 1, τότε πρϋπει τα 22 αντικ. να κατανεμηθούν ςε 4 δοχεύα 

        3   αν 𝑥1 = 2, τότε πρϋπει τα 21 αντικ. να κατανεμηθούν ςε 4 δοχεύα 

        4   αν 𝑥1 = 3, τότε πρϋπει τα 20 αντικ. να κατανεμηθούν ςε 4 δοχεύα 

το πλόθοσ των ακεραύων μη αρνητικών λύςεων τησ εξύςωςησ  1  που επαληθεύουν τη 

ςυνθόκη  δ  εύναι ύςο με 

 
23 + 4 − 1

23
 +  

22 + 4 − 1
22

 +  
21 + 4 − 1

21
 +  

20 + 4 − 1
20

  = 

=  
26
23

 +  
25
22

 +  
24
21

 +  
23
20

 = 2.600 + 2.300 + 2.024 + 1.771 = 8.695. 

Άςκηςη 60. 

 Στο παιγνύδι Poker  λϋμε ότι ϋνασ παύκτησ “πϋτυχε ζεύγη” αν δύο από τα φύλλα που κρατϊ 

εύναι όμοια  π.χ. δύο 9−ϊρια , δύο από τα υπόλοιπα εύναι κι αυτϊ όμοια αλλϊ ανόμοια των  

δύο πρώτων  π.χ. δύο ντϊμεσ  και το 5휊  φύλλο του εύναι ανόμοιο των προηγούμενων  π.χ. 

ϋνασ ϊςςοσ .  

Να βρεθεύ η πιθανότητα ςε ϋνα μούραςμα των φύλλων ο παύκτησ Χ να πετύχει ζεύγη. 



18 
 

( Λύςη. Ονομϊζουμε Β το ενδεχόμενο να πετύχει ο παύκτησ  Χ  ζεύγη και παρατηρούμε ότι 

επειδό ςτην τρϊπουλα υπϊρχουν 13 τετρϊδεσ όμοιων φύλλων και επειδό δεν μασ ενδιαφϋρει 

η ςειρϊ εμφϊνιςησ των ζευγών ςτα φύλλα ενόσ παύκτη, από τισ 13 αυτϋσ τετρϊδεσ μπορούμε 

να επιλϋξουμε τισ δύο με 

 
13
2

 =
 13 !

 2! ×  11! 
= 6 × 13 = 78 

 διαφορετικούσ τρόπουσ. Παρατηρούμε, ακόμη, ότι από μια ςυγκεκριμϋνη τετρϊδα όμοιων 

φύλλων μπορούμε να επιλϋξουμε τα δύο  δηλ. ϋνα ζεύγοσ  με  
4
2
 = 6 διαφορετικούσ 

τρόπουσ και ϊρα από δύο ςυγκεκριμϋνεσ τετρϊδεσ μπορούμε να επιλϋξουμε δύο ζεύγη, ϋνα 

από κϊθε τετρϊδα, με  
4
2
 ×  

4
2
 = 36  διαφορετικούσ τρόπουσ. Το 5휊  φύλλο ενόσ παύκτη 

επειδό πρϋπει να μην εύναι όμοιο με τα φύλλα του 1휊휐  ούτε με τα φύλλα του 2휊휐  ζεύγουσ, 

αυτό δεν μπορεύ να ανόκει ςτην τετρϊδα των όμοιων με το 1휊  ζεύγοσ φύλλων ούτε ςτην 

τετρϊδα των όμοιων με το 2휊  ζεύγοσ φύλλων και ϊρα μπορεύ να εύναι ϋνα από τα υπόλοιπα 

52 −  4 + 4 = 44 φύλλα. Ο κανόνασ του γινομϋνου μασ βεβαιώνει τώρα ότι τα ευνοώκϊ για 

το Β απλϊ ενδεχόμενα εύναι ςε πλόθοσ 

 
13
2

 ×  
4
2
 ×  

4
2
 × 44 = 78× 36 × 44 = 123.552. 

Τϋλοσ, επειδό το πλόθοσ όλων των απλών ενδεχομϋνων εύναι 2.598.960  Βλϋπε προηγούμενη 

Άςκηςη 60 , η πιθανότητα του ενδεχομϋνου Β  εύναι η  

𝑝 𝛣 =  
123.552

2.598.960
≅ 0,0475. ) 

Άςκηςη 62. 

Στο παιγνύδι του Poker  Βλϋπε Άςκηςη 59  λϋμε ότι ο παύκτησ Χ πϋτυχε “τρύα όμοια” αν ςτα 5 

φύλλα που κρατϊ περιλαμβϊνονται τρύα όμοια και τα ϊλλα δύο εύναι ανόμοια με αυτϊ τησ 

τριϊδασ και ανόμοια μεταξύ τουσ.  

Να βρεθεύ η πιθανότητα ςε ϋνα μούραςμα των φύλλων ο παύκτησ Χ να πετύχει « τρύα όμοια » 

και ςτη ςυνϋχεια να εξηγηθεύ γιατύ ςτο Poker τα τρύα όμοια κερδύζουν « τα ζεύγη ». 

( Λύςη.  Ονομϊζουμε Γ το ενδεχόμενο να πετύχει ο παύκτησ Χ “τρύα όμοια” και παρατηρούμε 

πρώτα ότι ςτην τρϊπουλα υπϊρχουν 13 τετρϊδεσ όμοιων φύλλων και ότι από τα τϋςςερα 

όμοια φύλλα εκλϋγονται τα 3 με  
4
3
 = 4 διαφορετικούσ τρόπουσ. Επομϋνωσ ςε μύα τρϊπουλα 

μπορεύ να δημιουργηθούν 4 × 13 =  52 διαφορετικϋσ τριϊδεσ όμοιων φύλλων. Παρατηρούμε 

ςτη ςυνϋχεια ότι μια οριςμϋνη τριϊδα όμοιων φύλλων, π.χ. η    휑𝑖
1, 휑𝑖

2, 휑𝑖
3 , πρϋπει να ςυμ-

πληρωθεύ με δύο ακόμη φύλλα, τα χ, ψ. Το πρώτο  φύλλο χ εύναι διαφορετικό από εκεύνα τησ 

τριϊδασ, αλλϊ και ανόμοιο με αυτϊ και ϊρα εύναι διαφορετικό από τα 휑𝑖
1, 휑𝑖

2, 휑𝑖
3, 휑𝑖

4. Επο-

μϋνωσ για το φύλλο χ ϋχουμε 52 − 4 = 48  διαφορετικϋσ επιλογϋσ. Επειδό το δεύτερο φύλλο 

ψ πρϋπει κι αυτό να εύναι διαφορετικό από τα 휑𝑖
1, 휑𝑖

2, 휑𝑖
3, 휑𝑖

4 και επιπλϋον διαφορετικό και 
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από τα 4 όμοια με το χ φύλλα, για το ψ  ϋχουμε 52 − 4 − 4 = 44 διαφορετικϋσ επιλογϋσ. 

Σύμφωνα με τον κανόνα του γινομϋνου, τα δύο φύλλα χ, ψ μπορούν να ςυμπληρώςουν μια 

τριϊδα όμοιων φύλλων με 48 × 44 = 2.112  διαφορετικούσ τρόπουσ και ϊρα υπϊρχουν   

52 × 2.112 = 109.824 

ευνοώκϊ για το Γ απλϊ ενδεχόμενα. Τϋλοσ, επειδό όταν μοιρϊζονται 5 φύλλα ςε κϊθε παύκτη ο 

δειγματικόσ χώροσ περιϋχει 2.598.960 απλϊ ενδεχόμενα, η πιθανότητα ϋνασ παύκτησ να 

πετύχει τρύα όμοια εύναι ύςη με  

109.824

2.598.960
 ≅ 0,04226. 

Εξόγηςη:  Επειδό η πιθανότητα να πετύχει ϋνασ παύκτησ “ζεύγη” εύναι περύπου ύςη με 0,0475 

 Βλϋπε Άςκηςη 60  και επειδό 0,0475 >0,04226, η πιθανότητα να πετύχει ϋνασ παύκτησ 

“ζεύγη” εύναι μεγαλύτερη από την πιθανότητα να πετύχει “ τρύα όμοια ”. Έτςι, το ενδεχόμενο 

να πετύχει ϋνασ παύκτησ “ τρύα όμοια ” εύναι πιο ςπϊνιο από το ενδεχόμενο να πετύχει “ζεύγη” 

και επειδό ςτο Poker μεταξύ δύο ενδεχομϋνων κερδύζει το πιο ςπϊνιο, “τρύα όμοια ” φύλλα 

κερδύζουν τα “ζεύγη”.  

Άςκηςη 77. 

Εννϋα  9  ζϋυγη παπουτςιών εύναι πεταγμϋνα, χωρύσ καμύα ςειρϊ, ςε αποθηκευτικό χώρο. 

Παύρνουμε τυχαύα επτϊ  7  από αυτϊ. Να βρεθεύ η πιθανότητα των ενδεχομϋνων :  

Α = < δεν πετυχαύνουμε κανϋνα ςωςτό ζευγϊρι > 

Β = < πετυχαύνουμε ϋνα μόνο ςωςτό ζευγϊρι > . 

( Λύςη.  Συμβολύζουμε με  

휋𝛼
1 , 휋𝛼

2 , ⋯ , 휋𝛼
8  , 휋𝛼

9                                                                   (1) 

τα αριςτερϊ παπούτςια και με 

 휋𝛿
1  , 휋𝛿

2 , ⋯, 휋𝛿
8 , 휋𝛿

9                                                                  (2) 

τα δεξιϊ παπούτςια. Παρατηρούμε πρώτα ότι επειδό 7 αντικεύμενα εκλϋγονται από τα 18 με 

 
18
7

  διαφορετικούσ τρόπουσ, ο δειγματικόσ χώροσ του πειρϊματοσ αποτελεύται από 

 
18
7

 =
(18)!

 7! ×[(11)!)]
=  

12×13×14×15×16×17×18

1×2×3×4×5×6×7
 = 13× 2 × 4 × 17 × 18 = 31.824 

απλϊ ενδεχόμενα. Παρατηρούμε ςτη ςυνϋχεια, ότι από τα 7 παπούτςια που θα επιλϋξουμε 

οριςμϋνα θα ανόκουν ςτην ομϊδα  1  και τα υπόλοιπα ςτην ομϊδα  2 .  

Ασ βρούμε τώρα τα ευνοώκϊ για το Α απλϊ ενδεχόμενα. Ευνοώκϊ για το Α απλϊ ενδεχόμενα 

παύρνουμε ςτισ παρακϊτω περιπτώςεισ: 
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(1) Επιλϋγουμε όλα  και τα 7  παπούτςια από την ομϊδα  1 .  Αυτό μπορεύ να γύνει με  
9
7
  

διαφορετικούσ τρόπουσ. 

(2) Επιλϋγουμε τα 6 από την ομϊδα  1  και το 7휊  από την ομϊδα  2 . Υποθϋτουμε ότι η 6-ϊδα 

που επιλϋξαμε εύναι η  휋𝛼
1  휋𝛼

2  ⋯휋𝛼
6 . Από την ομϊδα  2  δεν επιτρϋπεται να επιλϋξουμε από τα  

휋𝛿
1휋𝛿

2  ⋯휋𝛿
6, αλλϊ μόνο από τα τρύα 휋𝛿

7 , 휋𝛿
8 , 휋𝛿

9. Επειδό 6 αντικεύμενα από τα 9 επιλϋγονται με 

 
9
6
  τρόπουσ και 1 από 3 αντικεύμενα επιλϋγεται με  

3
1
  τρόπουσ, 6 αντικεύμενα από 9 και 1 

από τα 3 επιλϋγονται με   
9
6
 ∙  

3
1
  διαφορετικούσ τρόπουσ. 

3)Ανϊλογα, διαπιςτώνουμε ότι επιλϋγουμε 5 από την ομϊδα  1  και 2 από την   ομϊδα  2  με  

 
9
5
 ∙  

4
2
  διαφορετικούσ τρόπουσ.  

4) Με τον τρόπο αυτόν αποδεικνύουμε ότι τα ευνοώκϊ για το Α απλϊ ενδεχόμενα εύναι ςε 

πλόθοσ 

κ =  
9
7
 +  

9
6
 ∙  

3
1
 +  

9
5
 ∙  

4
2
 +  

9
4
 ∙  

5
3
 +  

9
3
 ∙  

6
4
 +  

9
2
 ∙  

7
5
 +  

9
1
 ∙  

8
6
 +  

9
0
 ∙  

9
7
  

Με την εκτϋλεςη των πρϊξεων βρύςκουμε 휅 = 4.608  και ϊρα 

𝑝 𝐴 =
휅

31.824
   =

4.608

31.824
≅ 0,145 .                                          

Για να βρούμε τα απλϊ για το Β ενδεχόμενα, υποθϋτουμε ότι ϋχουμε πρώτα επιλϋξει το ζεύ-

γοσ  휋𝛼
1  , 휋𝛿

1 . Τότε πρϋπει να επιλϋξουμε και ϊλλα 7−2 = 5  παπούτςια από τα  

휋𝛼
2 , 휋𝛼

3 , ⋯ , 휋𝛼
9    και    휋𝛿

2 , 휋𝛿
3 , ⋯ , 휋𝛿

9                                                 (3) 

Οι δυνατότητεσ επιλογόσ που ϋχουμε εύναι τότε ςε πλόθοσ 

λ =  
8
5
 +  

8
4
 ∙  

4
1
 +  

8
3
 ∙  

5
2
 +  

8
2
 ∙  

6
3
 +  

8
1
 ∙  

7
4
 +  

8
0
 ∙  

8
5
 = 1.792 . 

Επειδό όμωσ ϋνα ςωςτό ζεύγοσ μπορεύ να επιλεγεύ από τα 18 παπούτςια με 9 διαφορετικούσ 

τρόπουσ, τα ευνοώκϊ για το Β απλϊ ενδεχόμενα εύναι ςε πλόθοσ 9λ. Επομϋνωσ η πιθανότητα 

του Β εύναι η  𝑝 𝐵 =
9휆

31.824
=

16.128

31.824
≅ 0,506 .  

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

4.1.35. Θεώξεκα. Αο είλαη 𝛤 = (𝛫, 𝛢) έλα γξάθεκα κε πιήζνο αθκώλ 휈 =  𝛢 . Τν άζξνηζκα  

𝑆 =   deg(휒)휒∈𝛫 , ησλ βαζκώλ όισλ ησλ θνξπθώλ ηνπ γξαθήκαηνο, είλαη ίζν κε 2휈, δει. είλαη 

𝑆 = 2휈. Με άιια ιόγηα, έρνπκε 

  deg(휒)휒∈𝛫 = 2 ∙  𝛢 .                                                   (5) 
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Απόδεημε. Παξαηεξνύκε όηη επεηδή θάζε αθκή  휒, 휓  ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤 πξνζπίπηεη ζηα άθξα ηεο 

 휒 θαη 휓, απηή δίλεη ( “πξνζζέηεη” ) κηα κνλάδα ζηνλ αξηζκό deg(휒)  θαη κηα κνλάδα ζηνλ αξηζ-

κό deg(휓). Έηζη, “πξνζζέηεη” ζπλνιηθά  1 + 1 = 2 κνλάδεο ζην άζξνηζκα  deg 휒 + deg(휓). 

Δπεηδή ε ύπαξμε ηεο αθκήο  휒, 휓  δελ επεξεάδεη ηνπο βαζκνύο ησλ άιισλ θνξπθώλ ηνπ 

γξαθήκαηνο, ε αθκή απηή “πξνζζέηεη” αθξηβώο 2 κνλάδεο θαη ζην άζξνηζκα 𝑆 ησλ βαζκώλ όισλ 

ησλ θνξπθώλ ηνπ γξαθήκαηνο. Δπνκέλσο όιεο νη αθκέο ηνπ γξαθήκαηνο, νη νπνίεο είλαη ζε πιήζνο 

λ “πξνζζέηνπλ” 

2 + 2 +  ⋯   + 2           = 2 ∙ 휈

휈−휋휌휊휎휃휀휏𝛼 ύ휊휄

 

κνλάδεο ζηνλ αξηζκό S. Τέινο, επεηδή όιεο νη κνλάδεο ηνπ αξηζκνύ S νθείινληαη ζηηο αθκέο ηνπ 

γξαθήκαηνο, έρνπκε  

𝑆 = 2 ∙ λ = 2 ∙  𝛢 . 

4.1.36. Πόξηζκα. Γελ ππάξρεη κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα ηνπ νπνίνπ ην άζξνηζκα ησλ βαζκώλ 

όισλ ησλ θνξπθώλ ηνπ λα είλαη πεξηηηόο αθέξαηνο. 

4.1.37. Πόξηζκα. Τν πιήζνο ησλ θνξπθώλ πεξηηηνύ βαζκνύ ελόο κε θαηεπζπλόκελνπ γξαθήκαηνο 

𝛤 =  𝛫, 𝛢 , είλαη άξηην. 

Απόδεημε. Θεσξνύκε ηα ππνζύλνια  

𝛫1 =   휒 ∈ 𝛫 | deg 휒 = περιττόσ    θαη  𝛫2 =   휒 ∈ 𝛫 | deg 휒 = ϊρτιοσ   

 ηνπ 𝛫 θαη παξαηεξνύκε όηη είλαη 𝛫 = 𝛫1 ∪ 𝛫2 θαη  𝛫1 ∩ 𝛫2 = ∅. Ολνκάδνπκε 𝑆 ην άζξνηζκα ησλ 

βαζκώλ όισλ ησλ θνξπθώλ ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤, 𝑆1 ην άζξνηζκα ησλ βαζκώλ όισλ ησλ θνξπθώλ 

πνπ αλήθνπλ ζην ζύλνιν 𝛫1 θαη  𝑆2 ην άζξνηζκα ησλ βαζκώλ όισλ ησλ θνξπθώλ πνπ αλήθνπλ ζην 

ζύλνιν 𝛫2. Δμαηηίαο ησλ ζρέζεσλ 𝛫 = 𝛫1 ∪ 𝛫2  θαη  𝛫1 ∩ 𝛫2 = ∅, έρνπκε 

 deg 휒 =  deg(휒)

휒∈𝛫1휒∈𝛫

+  deg 휒 

휒∈𝛫2

 

ή 𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 ή, εμαηηίαο ηνπ (παξαπάλσ) Θεσξήκαηνο 4.1.35, 

                                                 𝑆1 + 𝑆2 = 2 ∙  𝛢 .                                                         (6) 

Παξαηεξνύκε ηώξα όηη επεηδή ην άζξνηζκα νπνηνπδήπνηε πιήζνπο αξηίσλ αξηζκώλ είλαη άξηηνο,  

έρνπκε  𝑆2 =  ϊρτιοσ = 2 ∙ 휆, όπνπ 휆 ∈ ℕ  θαη ε ηζόηεηα (6) δίλεη 

𝑆1 = 2 ∙  𝛢 − 𝑆2 = 2 ∙  𝛢 − 2 ∙ 휆 = 2 ∙   𝛢 − 휆 = 2 ∙ 휇, όπνπ 휇 =  𝛢 − 휆 ∈ ℕ, δει. 

𝑆1 = 2휇 = ϊρτιοσ.                                                       (7) 

Τέινο, αλ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ 𝛫1 είλαη πεξηηηόο αξηζκόο, ηόηε επεηδή ην άζξνη-

ζκα πεξηηηνύ πιήζνπο πεξηηηώλ αξηζκώλ είλαη πεξηηηόο (Βιέπε § 2.8 Άςκηςη 27), ζα είλαη  
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𝑆1 = περιττόσ, αληίθαζε, εμαηηίαο ηεο (7). Δπνκέλσο ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ 𝛫1 δελ 

κπνξεί λα είλαη πεξηηηόο θαη άξα είλαη άξηηνο (αθέξαηνο) αξηζκόο. 

4.1.38. Πόξηζκα. (Θεώξεκα ησλ ρεηξαςηώλ) 

Τν πιήζνο ησλ αηόκσλ πνπ αληαιιάζνπλ πεξηηηνύ πιήζνπο ρεηξαςίεο ζε νπνηαδήπνηε ζπλάληεζε  

( ζπλέδξην) λ αηόκσλ, είλαη άξηην. 

( Απόδεημε. Θεσξήζηε ηα άηνκα πνπ κεηέρνπλ ζηε ζπλάληεζε ζαλ θνξπθέο ελόο απινύ γξαθή-

καηνο θαη ηηο ρεηξαςίεο πνπ αληαιιάζζνληαη ζαλ αθκέο ηνπ γξαθήκαηνο.) 

4.3.8. Παξαηήξεζε. Θεσξνύκε έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα 𝛤 ην νπνίν πεξηέρεη έλα κνλνπάηη 

Euler 휇(휒, 휓) θαη παξαηεξνύκε όηη αλ παηήζνπκε (αθνπκπήζνπκε ) ηε κύηε ελόο κνιπβηνύ ζηελ 

αξρηθή θνξπθή 휒 θαη θαηόπηλ κεηαθηλήζνπκε ην κνιύβη θαηά κήθνο ησλ αθκώλ ηνπ κνλνπαηηνύ 

ρσξίο λα ράζεη ην κνιύβη πνηέ ηελ επαθή ηνπ κε ην επίπεδν ηνπ γξαθήκαηνο (ρσξίο δει.λα 

ζεθώζνπκε ην κνιύβη από ην ραξηί), ηόηε κπνξνύκε λα θηάζνπκε ζηελ ηεξκαηηθή θνξπθή 휓 ηνπ 

κνλνπαηηνύ, ρσξίο λα έρνπκε ζρεδηάζεη (δσγξαθίζεη) δπν θνξέο ηελ ίδηα αθκή ηνπ γξαθήκαηνο, 

αθνύ έλα κνλνπάηη Euler είλαη απιό θαη δελ πεξηέρεη δπν θνξέο ηελ ίδηα αθκή. Ο ηξόπνο απηόο ηνπ 

ζρεδηαζκνύ ιέγεηαη “ζρεδηαζκόο κε κνλνθνληπιηά”. Με άιια ιόγηα, ιέκε όηη 

“ έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα ζρεδηάδεηαη (δσγξαθίδεηαη, γξάθεηαη) κε κνλνθνληπιηά αλ 

κπνξεί λα ζρεδηαζηεί κε ζπλερή επαθή ηνπ κνιπβηνύ κε ην επίπεδν ηνπ γξαθήκαηνο θαη ρσξίο λα 

πεξάζεη δπν θνξέο ην κνιύβη (πάλσ) από ηελ ίδηα αθκή”.    

 Ωο ηώξα έρνπκε δηαπηζηώζεη όηη έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα ην νπνίν έρεη κνλνπάηη Euler 

ζρεδηάδεηαη κε κνλνθνληπιηά. Δπεηδή θαη έλα θύθισκα Euler  είλαη κνλνπάηη Euler, έλα θύθισκα 

Euler ζρεδηάδεηαη θη απηό κε κνλνθνληπιηά. Παξαηεξνύκε ηώξα όηη ηζρύεη θαη ην αληίζηξνθν. 

Πξάγκαηη, αλ έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα ζρεδηάδεηαη κε κνλνθνληπιηά, ηόηε πξέπεη νη αθκέο 

ηνπ λα απνηεινύλ αθνινπζία ηέηνηα ώζηε ε ηεξκαηηθή θνξπθή ηεο κηαο λα είλαη ε αξρηθή θνξπθή 

ηεο επόκελεο θαη λα κελ πεξηέρεηαη ε ίδηα αθκή δπν θνξέο ζην κνλνπάηη, δει. ηόηε ην γξάθεκα ζα 

πεξηέρεη απιό κνλνπάηη ζην νπνίν ζα αλήθνπλ όιεο νη αθκέο ηνπ. Με άιια ιόγηα, ην γξάθεκα ζα 

πεξηέρεη ηόηε έλα κνλνπάηη (ή θύθισκα) Euler. 

Σπγθεληξώλνπκε ηα παξαπάλσ ζηελ: 

4.3.9. Παξαηήξεζε.“ Έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα ζρεδηάδεηαη κε κνλνθνληπιηά αλ, θαη κόλν 

αλ, πεξηέρεη έλα κνλνπάηη (ή θύθισκα) Euler.” 

 

4.3.10. Παξάδεηγκα. Να εμεηαζηεί αλ ηα παξαθάησ γξαθήκαηα 𝛤1 (Σρ. 22 (α)) θαη 𝛤2 (Σρ. 22 (β)) 

ζρεδηάδνληαη (γξάθνληαη) κε κνλνθνληπιηά θαη ζε θαηαθαηηθή πεξίπησζε λα βξεζεί κηα ηέηνηα 

κνλνθνληπιηά. 

 

 

           𝛼 °                   ° 𝛽  

   𝛾 °                                  ° 𝛿 

         휁 °                    ° 휀   

      Σρ. 23 (α)    Γξάθεκα 𝛤1 

                 

          휒 °                       ° 휓 

  휐 °                                             ° 휁   

         휔 °                        ° 휑  

Σρ. 23 (β)   Γξάθεκα 𝛤2 
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 Δπεηδή ην γξάθεκα 𝛤1 έρεη δπν θνξπθέο πεξηηηνύ βαζκνύ (ηηο 𝛽 θαη 𝛾) θαη όιεο νη άιιεο θνξπθέο 

ηνπ είλαη άξηηνπ βαζκνύ, απηό πεξηέρεη κνλνπάηη (αιιά όρη θύθισκα) Euler. Δπνκέλσο ζρεδηάδεηαη 

κε κνλνθνληπιηά, ε νπνία ζα αξρίδεη από ηελ θνξπθή 𝛽 θαη ζα θαηαιήγεη ζηε 𝛾 ή αληίζηξνθα. Μηα 

ηέηνηα κνλνθνληπιηά είλαη (Σρ. 24 (α)) ην κνλνπάηη 

휇 𝛾, 𝛽 =  𝛾, 𝛽, 𝛼, 𝛾, 휁, 𝛼, 𝛿, 휁, 휀, 𝛿, 𝛽 . 

Δπεηδή όιεο νη θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤2 είλαη άξηηνπ βαζκνύ, απηό έρεη θύθισκα Euler θαη άξα 

ζρεδηάδεηαη κε κνλνθνληπιηά. Μηα ηέηνηα κνλνθνληπιηά είλαη (Σρ.24 (β)) ην θύθισκα Euler  

𝐶  휒, 휒  = ( 휒, 휓, 휁, 휑, 휔, 휓, 휑, 휒, 휔, 휐, 휒). 

 

 

 

 

 

Σρεηηθά κε ηα θαηεπζπλόκελα γξαθήκαηα ππάξρνπλ ηθαλέο θαη αλαγθαίεο ζπλζήθεο γηα λα πεξη-

έρνπλ κνλνπάηη Euler ή θύθισκα Euler, όπσο βεβαηώλεη ην επόκελν Θεώξεκα, ην νπνίν δερόκα-

ζηε ρσξίο απόδεημε. 

4.4.12. Παξάδεηγκα. Να βξεζεί έλα κνλνπάηη Hamilton ζην πιήξεο θαηεπζπλόκελν γξάθεκα 𝛤     

( κε 7 θνξπθέο) ηνπ παξαθάησ Σρ. 32.  

Λύζε. 𝟏𝝄Βήκα. Δπηιέγνπκε ηπραία κηα αθκή ηνπ γξθήκαηνο ( αο είλαη ε (휒1, 휒7) θαη ηελ ζεσξνύκε 

κνλνπάηη κήθνπο 1. 

 𝟐𝝄Βήκα. “Πξνζζέηνπκε” ηελ θνξπθή 휒2 ζην κνλνπάηη 휇1 = (휒1, 휒7). Δπεηδή από ηα δεύγε 

(휒2, 휒1) θαη (휒1, 휒2) αθκή ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤 είλαη ην πξώην, ε θνξπθή 휒2 ηνπνζεηείηαη πξηλ από 

ηελ 휒1 ζην κνλνπάηη 휇1. Έηζη παίξλνπκε ην κνλνπάηη κήθνπο 2, 휇2 = (휒2, 휒1, 휒7).  

𝟑𝝄Βήκα. “Πξνζζέηνπκε” ηελ θνξπθή 휒3 ζην κνλνπάηη  휇2 = (휒2, 휒1, 휒7). Δπεηδή από ηα δεύγε 

(휒3, 휒2) θαη (휒2, 휒3) αθκή ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤 είλαη ην δεύηεξν, είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα εμεηά-

ζνπκε  πνην από ηα δπν δεύγε (휒3, 휒1) θαη (휒1, 휒3) είλαη αθκή ηνπ 𝛤. Δπεηδή αθκή είλαη ην πξώην, 

ε θνξπθή 휒3 ηνπνζεηείηαη κεηαμύ ησλ θνξπθώλ 휒2 θαη 휒1. Έηζη παίξλνπκε ην κνλνπάηη κήθνπο 3, 

휇3 = (휒2, 휒3, 휒1, 휒7).  

 

           𝛼 °                   ° 𝛽  

  𝛾 °                                    ° 𝛿 

         휁 °                    ° 휀   

      Σρ. 24 (α)  Γξάθεκα 𝛤1 

 

 

    휒 °                      ° 휓 

휐 °                                          ° 휁   

    휔 °                      ° 휑  

      𝚺𝛘. 𝟐𝟒  𝜷   Γρϊφημα 𝛤2  

   

 

 

                   휒2°                      °휒3                     °휒4 

휒1°             

                   휒7°                       ° 휒6                    ° 휒5 
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𝟒𝝄Βήκα. “Πξνζζέηνπκε” ηελ θνξπθή 휒4 ζην κνλνπάηη 휇3 = (휒2, 휒3, 휒1 , 휒7). Δπεηδή από ηα δεύγε 

(휒4, 휒2) θαη (휒2, 휒4) αθκή ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤 είλαη ην δεύηεξν, είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα εμεηά-

ζνπκε  πνην από ηα δπν δεύγε (휒4, 휒3) θαη (휒3, 휒4) είλαη αθκή ηνπ 𝛤. Δπεηδή αθκή είλαη ην πξώην, 

ε θνξπθή 휒4 ηνπνζεηείηαη κεηαμύ ησλ θνξπθώλ 휒2 και 휒3.  Έηζη παίξλνπκε ην κνλνπάηη κήθνπο 4, 

휇4 = (휒2, 휒4, 휒3, 휒1, 휒7).  

𝟓𝝄Βήκα. “Πξνζζέηνπκε” ηελ θνξπθή 휒5 ζην κνλνπάηη 휇4 = (휒2, 휒4, 휒3, 휒1, 휒7). Δπεηδή από ηα 

δεύγε (휒5, 휒2) θαη (휒2, 휒5) αθκή ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤 είλαη ην δεύηεξν, εμεηάδνπκε  πνην από ηα δπν 

δεύγε (휒5, 휒4) θαη (휒4, 휒5) είλαη αθκή ηνπ 𝛤. Δπεηδή αθκή είλαη ην δεύηεξν, εμεηάδνπκε πνην από 

ηα δύν δεύγε (휒5, 휒3) θαη (휒3, 휒5) είλαη αθκή ηνπ 𝛤. Δπεηδή αθκή είλαη ην δεύηεξν είκαζηε (θαη 

πάιη!) ππνρξεσκέλνη λα εμεηάζνπκε ηα δεύγε (휒5, 휒1) θαη (휒1, 휒5) είλαη αθκή ηνπ 𝛤. Δπεηδή αθκή 

είλαη ην πξώην ε θνξπθή 휒5 ηνπνζεηείηαη κεηαμύ ησλ θνξπθώλ 휒3 και  휒1. Έηζη παίξλνπκε ην 

κνλνπάηη κήθνπο 5, 휇5 = (휒2, 휒4 , 휒3, 휒5 , 휒1, 휒7). 

𝟔𝝄Βήκα. “Πξνζζέηνπκε” ηελ θνξπθή 휒6 ζην κνλνπάηη 휇5 = (휒2, 휒4, 휒3, 휒5, 휒1, 휒7). Δξγαδόκελνη 

όπσο θαη παξαπάλσ, βξίζθνπκε όηη ε θνξπθή  휒6 ηνπνζεηείηαη κεηά ηελ θνξπθή 휒7. Έηζη παίξ-

λνπκε ην κνλνπάηη κήθνπο 6, 휇6 = (휒2, 휒4, 휒3 , 휒5, 휒1, 휒7, 휒6).  

Τέινο, επεηδή ην κνλνπάηη απηό ζπλαληά όιεο ηηο θνξπθέο ηνπ 𝛤 θαη είλαη θαη ζηνηρεηώδεο, είλαη 

κνλνπάηη Hamilton ηνπ 𝛤, όηη ζέιακε λα βξνύκε. 

Άζθεζε 5. 

 Να εμεηαζηεί αλ ππάξρεη απιό γξάθεκα κε βαζκνύο θνξπθώλ ηνπ ηνπο: 

(α)  (4,4,4,2,1,1)                                                      (β) (4,4,3,2,1) 

Λύζε (α) Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη ηέηνην γξάθεκα 𝛤 θαη θαηαιήγνπκε ζε αληίθαζε. Ολνκάδνπκε 

휒1,휒2,휒3 ηηο θνξπθέο βαζκνύ 4 ηνπ 𝛤, 𝛸 ην ζύλνιό ηνπο θαη 𝛶ην ζύλνιν ησλ 3 άιισλ θνξπθώλ ηνπ 

𝛤θαη παξαηεξνύκε όηη ελώλνληαο ηηο θνξπθέο ηνπ 𝛸 κεηα-μύ ηνπο, κε όινπο ηνπο δπλαηνύο 

ηξόπνπο, παίξλνπκε 3 ην πνιύ αθκέο ηνπ 𝛤, ηηο  휒1, 휒2  ,  휒1, 휒3 ,  휒2, 휒3  θαη όηη εμαηηίαο ησλ 

αθκώλ απηώλ ζην βαζκό θάζε θνξθήο ηνπ 𝛸 πξνζηίζεληαη δύν κνλάδεο. Δπνκέλσο νη άιιεο δύν 

κνλάδεο ζηνπο βαζκνύο ησλ θνξπθώλ ηνπ 𝛸, δει. ζπλνιηθά 6 κνλάδεο, πξέπεη λα πξνέιζνπλ από 

αθκέο πνπ ζα ελώλνπλ ηηο θνξπθέο ηνπ 𝛸 κε θνξπθέο ηνπ 𝛶. Απηό όκσο είλαη αδύλαην, γηαηί ηόηε 

ην άζξνηζκα ησλ βαζκώλ ησλ θνξπθώλ ηνπ 𝛶 ζα ήηαλ ηνπιάρηζηνλ 6 (> 4). Άξα δελ ππάξρεη ηέηνην 

γξάθεκα 𝛤. 

(β) Υπνζέηνπκε θη εδώ όηη ππάξρεη ηέηνην γξάθεκα 𝛤 θαη θαηαιήγνπκε ζε αληίθαζε. 
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Πξάγκαηη, ηόηε θάζε κία από ηηο δύν θνξπθέο ηνπ 𝛤 βαζκνύ 4 ζα έπξεπε λα ελώλεηαη θαη κε ηηο 3  

ππόινηπεο θνξπθέο ηνπ θαη έηζη θάζε κία από ηηο 3 ππόινηπεο θνξπθέο ζα είρε βαζκό ≥ 2, 

αληίθαζε, αθνύ ε κία από απηέο είλαη βαζκνύ 1. 

Άςκηςη 18. 

Τρύα αντρόγυνα (𝛢1, 𝛤1), (𝛢2, 𝛤2), (𝛢3, 𝛤3), κατϊ τη διϊρκεια μιασ εκδρομόσ, φτϊνουν ςε ϋνα 

ποτϊμι και θϋλουν να περϊςουν απϋναντι. Εκεύ βρύςκουν μια βϊρκα η οπούα χωρϊ δυο το 

πολύ ϊτομα. Όλοι οι  ζηλιϊρηδεσ;  ϊντρεσ ςυμφωνούν να μην επιτρϋψουν ςτισ ςυζύγουσ τουσ  

να ςυμμετϋχουν χωρύσ τη δικό τουσ παρουςύα ςε παρϋα  ςτισ όχθεσ ό πϊνω ςτη βϊρκα  ςτην 

οπούα υπϊρχει ϊλλοσ ϊντρασ. Να εξεταςτεύ αν το πϋραςμα του ποταμού εύναι δυνατό, υπό τη 

ςυνθόκη αυτό.  

Λύςη.  Ονομϊζουμε 𝛰(1)την όχθη του ποταμού ςτην οπούα φτϊνουν και 𝛰(2) την απϋναντι 

όχθη και ςυμβολύζουμε με 

휒 =  𝛰 1 =  𝛢1, 𝛢2, 𝛢3 , 𝛤1, 𝛤2, 𝛤3 ⋮ 𝛰 2 = ∅} , 휓 =  𝛰 1 = ∅ ⋮ 𝛰 2 = 𝛢1, 𝛢2, 𝛢3, 𝛤1, 𝛤2, 𝛤3  , 

αντύςτοιχα, την αρχικό και τελικό κατϊςταςη τησ όλησ προςπϊθειασ και με 

 𝛰(1) =  𝛸, 𝛶, ⋯  ⋮ 𝛰 2 = {𝛧, 𝛺, ⋯  

την κατϊςταςη κατϊ την οπούα ςτην όχθη 𝛰(1)βρύςκονται τα ϊτομα 𝛸, 𝛶, ⋯ και ςτην όχθη 

𝛰(2) βρύςκονται τα ϊτομα 𝛧, 𝛺, ⋯ . Συμβολύζουμε ακόμη με  

"𝛣 = {𝛸, 𝛶) ⟾ ”   αντύςτοιχα, με “⟽ 𝛣 = {𝛸, 𝛶)") 

τη φορτωμϋνη με τα ϊτομα 𝛸, 𝛶 βϊρκα η οπούα κινεύται από την όχθη 𝛰(1) προσ την 𝛰 2  ( 

αντύςτοιχα, από την όχθη 𝛰 2  προσ την 𝛰(1) . Στη ςυνϋχεια θεωρούμε το γρϊφημα 𝛤 το οπούο 

ϋχει ςαν κορυφϋσ τισ διϊφορεσ επιτρεπτϋσ καταςτϊςεισ ςτισ όχθεσ του ποταμού και ακμϋσ τισ 

επιτρεπτϋσ μετακινόςεισ τησ βϊρκασ από την όχθη 𝛰(1) ςτην 𝛰 2  και αντύςτροφα. Η όλη 

προςπϊθεια θα εύναι δυνατό αν υπϊρχει ςτο γρϊφημα 𝛤 μονοπϊτι το οπούο ςυνδϋει την 

αρχικό κατϊςταςη 휒 με την τελικό κατϊςταςη ψ. Παρατηρούμε ότι 

휒 ⟼ 
𝛣={𝛤1 ,𝛤2}⟾

휒1 =  𝛰 1 =  𝛢1, 𝛢2 , 𝛢3, 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛤1, 𝛤2) , 

휒1 ⟼ 
⟽𝛣={𝛤2}

휒2 =  𝛰 1 =  𝛢1, 𝛢2 , 𝛢3, 𝛤2, 𝛤3 ⋮ 𝛰 2 = {𝛤1} , 

휒2 ⟼ 
𝛣={𝛤2 ,𝛤3}⟾

휒3 =  𝛰 1 =  𝛢1, 𝛢2, 𝛢3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛤1, 𝛤2, 𝛤3} , 

휒3 ⟼ 
𝛣={𝛤3}⟾

휒4 =  𝛰 1 =  𝛢1, 𝛢2, 𝛢3 , 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛤1, 𝛤2} , 

휒4 ⟼ 
𝛣={𝛢1 ,𝛢2}⟾

휒5 =  𝛰 1 =  𝛢3, 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛢1, 𝛢2 , 𝛤1, 𝛤2} , 
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휒5 ⟼ 
𝛣={𝛢2 ,𝛤2}⟾

휒6 =  𝛰 1 =  𝛢2, 𝛤2, 𝛢3 , 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛢1, 𝛤1} , 

휒6 ⟼ 
𝛣={𝛢2 ,𝛢3}⟾

휒7 =  𝛰 1 =  𝛤2, 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛢1, 𝛢2 , 𝛢3 , 𝛤1} , 

휒7 ⟼ 
𝛣={𝛤1}⟾

휒8 =  𝛰 1 =  𝛤1, 𝛤2, 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛢1, 𝛢2 , 𝛢3  , 

휒8 ⟼ 
𝛣={𝛤1 ,𝛤2}⟾

휒9 =  𝛰 1 =  𝛤3  ⋮ 𝛰 2 = {𝛢1, 𝛢2 , 𝛢3, 𝛤1, 𝛤2  , 

휒9 ⟼ 
𝛣={𝛢3}⟾

휒10 =  𝛰 1 =  𝛢3, 𝛤3  ⋮ 𝛰 2 =  𝛢1, 𝛢2 , 𝛤1, 𝛤2  , 

             휒10 ⟼ 
𝛣={𝛢3 ,𝛤3}⟾

휒10 =  𝛰 1 = ∅ ⋮ 𝛰 2 =  𝛢1, 𝛢2, 𝛢3 , 𝛤1, 𝛤2, 𝛤3  = 휓. 

Άζθεζε 38. 

Να δεηρηεί όηη έλα απιό γξάθεκα 𝛤κε λ θνξπθέο θαη πεξηζζόηεξεο από 
 휈−1 (휈−2)

2
 αθκέο είλαη  

ππνρξεσηηθά ζπλεθηηθό. Σηε ζπλέρεηα λα βξεζεί παξάδεηγκα απινύ γξαθήκαηνο ην νπνίν έρεη λ 

θνξπθέο θαη αθξηβώο 
 휈−1 (휈−2)

2
 αθκέο θαη ην νπνίν δελ είλαη ζπλεθηηθό. 

Λύζε. Ολνκάδνπκε 휒1, 휒2, ⋯ , 휒휈−1, 휒휈ηηο θνξπθέο ηνπ 𝛤θαη παξαηεξνύκε όηη γηα λα ελώζνπκε ηηο 

휈 − 1 θνξπθέο ηνπ 휒1, 휒2 , ⋯ , 휒휈−1κεηαμύ ηνπο κε όινπο ηνπο δπλαηνύο ηξόπνπο ρξεηαδόκαζηε 

 
휈 − 1

2
 =

 휈−1 (휈−2)

2
 αθκέο. Δπεηδή ην 𝛤έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ επηπιένλ αθκή, απηή αλαγθαζηηθά ζα 

ελώλεη ηελ θνξπθή 휒휈  κε θάπνηα από ηηο θνξπθέο 휒1, 휒2, ⋯ , 휒휈−1 θαη επνκέλσο ην γξάθεκα 𝛤είλαη 

ζπλεθηηθό. 

Παράδειγμα(γραθήμαηος ηο οποίο έτει ν κορσθές και ακριβώς 
 휈−1 (휈−2)

2
 ακμές και ηο οποίο δεν 

είναι ζσνεκηικό.) Αλ ζην πιήξεο γξάθεκα 𝛫휈−1 πξνζζέζνπκε κηα αθόκε απνκνλσκέλε θνξπθή 휒휈 , 

ηόηε ην γξάθεκα πνπ πξνθύπηεη ζα έρεη αθξηβώο όζεο θαη ην 𝛫휈−1 αθκέο, δει.  

 
휈 − 1

2
 =

(휈 − 1)(휈 − 2)

2
 

αθκέο θαη 휈 θνξπθέο θαη δελ ζα είλαη ζπλεθηηθό. 

Άςκηςη 61. 

  Για να μελετόςουμε τισ κινόςεισ του αλόγου ςε μια ςκακιϋρα, παρατηρούμε πρώτα ότι οι  

κινόςεισ του αλόγου εύναι «αντιςτρεπτϋσ», δηλ. αν το ϊλογο με μια κύνηςη μεταβαύνει από το 

τετρϊγωνο χ ςτο τετρϊγωνο ψ, τότε υπϊρχει και κύνηςη η οπούα το φϋρνει πύςω ςτο ψ.  

Καταςκευϊζουμε ϋνα γρϊφημα ωσ εξόσ: 
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 Ι   Παριςτϊνουμε τα τετρϊγωνα τησ ςκακιϋρασ με ςημεύα του επιπϋδου, δηλ. θεωρούμε τα 

τετρϊγωνα τησ ςκακιϋρασ κορυφϋσ του γραφόματοσ. 

 ΙΙ   Ενώνουμε δυο κορυφϋσ του γραφόματοσ με ακμό αν υπϊρχει κύνηςη του αλόγου από τη 

μια κορυφό ςτην ϊλλη. 

Έτςι ςτο γρϊφημα αυτό, ϋνα μονοπϊτι 휇(휒, 휓) από την κορυφό 휒 ςτην κορυφό 휓  αντύςτοι-

χα, ϋνα κύκλωμα 𝐶(휒, 휒)  θα παριςτϊνει μια ακολουθύα επιτρεπτών κινόςεων του αλόγου η 

οπούα θα ξεκινϊ από την κορυφό 휒 και θα τελειώνει ςτην 휓 αντ. θα τελειώνει ςτη 휒). 

Το παραπϊνω γρϊφημα θα ονομϊζουμε “γρϊφημα των κινόςεων του αλόγου”. 

Να ςχεδιαςτεύ το γρϊφημα Γ των κινόςεων του αλόγου ςε μια 3 × 3 ςκακιϋρα. Τι το ιδιαύτερο 

ϋχει η κορυφό 5 του γραφόματοσ και γιατύ; Εύναι το γρϊφημα Γ ςυνεκτικό; Να βρεθεύ ϋνα 

κύκλωμα  του γραφόματοσ  Γ  με μϋγιςτο μόκοσ. 

Λύςη.  Για οικονομύα χώρου, αριθμούμε τα τετρϊγωνα τησ ςκακιϋρασ από αριςτερϊ προσ τα 

δεξιϊ και από κϊτω προσ τα πϊνω  Βλϋπε Σχ.  α   με τουσ αριθμούσ 1, 2, ⋯, 9 και όχι με ζεύγη 

δεικτών (𝑖, 𝑗), όπωσ γύνεται με τα ςτοιχεύα ενόσ πύνακα. 

 

 

 

 

 

Η κορυφό 5 του γραφόματοσ εύναι απομονωμϋνη, γιατύ το ϊλογο από την κορυφό 5 δεν 

μπορεύ λόγω ϋλλειψησ χώρου να μεταβεύ ςε οποιαδόποτε ϊλλη κορυφό του γραφόματοσ. 

Επειδό κανϋνα κύκλωμα του Γ δεν περιϋχει την κορυφό 5, κανϋνα κύκλωμα του Γ δεν μπορεύ 

να ϋχει  μόκοσ 9. Επομϋνωσ τα κυκλώματα του Γ θα ϋχουν μόκοσ το πολύ 8.  Τϋλοσ, το κύκλω-

μα  𝐶 = (1,8,3,4,9,2,7,6,1) ϋχει μόκοσ 8 και ϊρα ϋχει την απαιτούμενη ιδιότητα. 

Άςκηςη 73. 

Να εξεταςτεύ αν το γρϊφημα Petersen (𝑃1) και το παρακϊτω γρϊφημα 𝑃2 εύναι ιςόμορφα. 

   Λύςη .  Παρατηρούμε ότι το γρϊφημα 𝑃1 ϋχει δυο κυκλώματα με 5 κορυφϋσ το καθϋνα, τα  

휒1휒2휒3휒4휒5휒1  και   휒10휒8휒6휒9휒7휒10  ,                                                   (1) 

τα οπούα δεν ϋχουν κοινό κορυφό. Αλλϊ και το 𝛲2ϋχει δυο κυκλώματα με 5 κορυφϋσ το κα- 

θϋνα, τα                                       휓1휓6휓5휓4휓9휓1  και   휓2휓8휓10휓7휓3휓2 ,                                            (2) 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

7 8 9 

4 5 6 

1 2 3 

Αξίζκεζε ησλ ηεηξαγώλσλ 

ηεο 3 × 3 ζθαθηέξαο. 

Σρ. (α)                               

 

1 °       2 °      3°     4 °     5 ° 

 6 °      7 °       8 °      9 °   

Γξάθεκα Γ ησλ θηλήζεσλ ηνπ 

αιόγνπ ζε 3 × 3 ζθαθηέξα. 

Σρ. (β)                               

 

 

                       ° 휒2                                                                       

                       ° 휒9 

휒1°        °휒10          °휒8    °휒3 

              휒6°           °휒7 

                       ° 휓2                                                                       

      휓1°           ° 휓8           °휓3 

                         °휓10           

            휓7°                  °휓9 

       휓6°                               °휓4 
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τα οπούα δεν ϋχουν κοινό κορυφό. Παρατηρούμε ακόμη ότι οι κορυφϋσ 휒1 και 휒10   των κυ-

κλωμϊτων  1   ςτο γρϊφημα 𝛲1εύναι γειτονικϋσ, όπωσ και οι κορυφϋσ 휓1και 휓2  των  κυκλω-

μϊτων  2   ςτο γρϊφημα 𝛲2. Μετϊ τισ παρατηρόςεισ μασ αυτϋσ βρύςκουμε τουσ πύνακεσ γειτ-

νύαςησ των δύο γραφημϊτων ωσ προσ τισ μεταθϋςεισ των κορυφών τουσ  

휇1 ≡  휒1휒2휒3휒4휒5 휒10휒8휒6휒9휒7   και  휇2 ≡ 휓1휓6휓5휓4휓9 휓2휓8휓10휓7휓3휓2 . 

Οι πύνακεσ αυτού 𝛦휇1
 𝛲1   και  𝛦휇2

 𝛲2   δύνονται  ςτην επόμενη ςελύδα. Επειδό οι δύο πύνακεσ 

εύναι ύςοι, τα γραφόματα 𝛲1 και 𝛲2 εύναι ιςόμορφα και ο ιςομορφιςμόσ τουσ εύναι η ςυνϊρ-

τηςη      휑: {휒1, 휒2, 휒3, 휒4 , 휒5 , 휒10 , 휒8, 휒6 , 휒9, 휒7} → { 휓1, 휓6 , 휓5, 휓4, 휓9, 휓2 , 휓8 , 휓10 , 휓7 , 휓3, 휓2} , 

 

 

 

 

                                 𝛦휇1
 𝛲1 =   

                                           

 

 

 

 

και              𝛦휇2
 𝛲2 =                       

 

 

η οπούα ορύζεται από τισ ιςότητεσ 

휑 휒1 = 휓1,  휑 휒2 = 휓6 ,  휑 휒3 = 휓5,  휑 휒4 = 휓4 , 휑 휒5 = 휓9, 

 휒1 휒2 휒3 휒4 휒5 휒10  휒8 휒6 휒9 휒7 
휒1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 
휒2 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 
휒3 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 
휒4 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 
휒5 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
휒10  1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
휒8 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 
휒6 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 
휒9 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 
휒7 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 

 휓1 휓6 휓5 휓4 휓9 휓2 휓8 휓10 휓7 휓3 
휓1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 
휓6 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 
휓5 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 
휓4 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 
휓9 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
휓2 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
휓8 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 
휓10 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 
휓7 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 
 휓3 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 
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휑 휒10 = 휓2 ,  휑 휒8 = 휓8,  휑 휒6 = 휓10 , 휑 휒9 = 휓7 ,  휑 휒7 = 휓3. 

Άζθεζε 99. 

(Δύξεζε επηθαιύπηνληνο δέληξνπ ελόο απινύ γξαθήκαηνο 𝛤 κε ηε κέζνδν ηεο αλαδήηεζεο ζε 

πιάηνο.)  

1) Δπηιέγνπκε απζαίξεηα κηα θνξπθή ηνπ 𝛤, ηε ζεσξνύκε ξίδα ελόο ππό θαηαζθεπήλ  δέληξνπ 

𝛥 θαη ηελ ηνπνζεηνύκε ζην επίπεδν 0 (Σρ. (α)). 

2) Τνπνζεηνύκε (από αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά) κε απζαίξεηε ζεηξά ζην επίπεδν 1 ηνπ 𝛥 όιεο 

ηηο θνξπθέο ηνπ 𝛤 νη νπνίεο είλαη γεηηνληθέο κε ηε ξίδα θαη ελώλνπκε κε αθκέο ηε ξίδα κε 

απηέο. (Σρ.(β)). 

3) Δπηζθεπηόκαζηε (από αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά) ηηο θνξπθέο ηνπ επηπέδνπ 1 κία-κία, βξί-

ζθνπκε ηηο θνξπθέο κε ηηο νπνίεο γεηηληάδεη θάζε κία θαη ηηο θαηαγξάθνπκε θάησ αθξηβώο 

από απηήλ (κε απζαίξεηε ζεηξά) ζην επίπεδν 2. Καηόπηλ ελώλνπκε ηελ θνξπθή απηή κε ηηο 

γεηηνληθέο ηεο θ.ν.θ. 

( Πξνζνρή !! Σην βήκα απηό (θαη ζηα επόκελα) δελ θαηαγξάθνπκε θνξπθέο νη νπνίεο 

έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί πξνεγνπκέλσο.) 

4) Πξνρσξνύκε έσο όηνπ ρξεζηκνπνηεζνύλ όιεο νη θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤. Τν δέληξν 𝛥 

ην νπνίν θαηαζθεπάζακε είλαη επηθαιύπηνλ δέληξν ηνπ 𝛤. 

Να βξεζεί, κε ηε κέζνδν ηεο αλαδήηεζεο ζε πιάηνο, έλα επηθαιύπηνλ δέληξν ηνπ απινύ γξαθήκα-

ηνο 𝛤 (Σρ.(α)). 

 

 

 

 

 

 

Λύζε. Δπηιέγνπκε ζαλ ξίδα ηελ θνξπθή 휂. Τνπνζεηνύκε (κε απζαίξεηε ζεηξά) ζην επίπεδν 1, ηηο 

γεηηνληθέο κε ηελ 휂 θνξπθέο, γ, ζ, ι, δ ηνπ 𝛤 (Σρ.(β)) θαη ηηο ελώλνπκε κε ηελ 휂. Καηόπηλ βξίζθνπκε 

ηηο γεηηνληθέο κε ηε 𝛾 θνξπθέο ηνπ 𝛤. Απηέο είλαη νη 𝛽, 𝛿, 휂 θαη επεηδή ε 휂 έρεη ρξεζηκνπνηεζεί μαλά 

δελ ηελ θαξαγάξαθνπκε ζην επίπεδν 2. Καηαγξάθνπκε κόλν ηηο 𝛽, 𝛿 θαη θέξλνπκε ηηο αθκέο (γ, β) 

θαη (𝛾, 𝛿). Σηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηηο γεηηνληθέο κε ηε 휃 θνξπθέο ηνπ 𝛤. Απηέο είλαη νη δ, ι, μ, η 

θαη επεηδή έρνπλ ήδε ρξεζηκνπνηεζεί νη 𝛿 και 휂, θαηαγξάθνπκε ζην επίπεδν 2 κόλν ηηο η θαη κ θαη 

θέξλνπκε ηηο αθκέο (휃, 휄), (휃, 휇). Πξνρσξνύκε ζηελ θνξπθή 휆, ηελ νπνία ελώλνπκε κε ηηο θνξπθέο 

ν θαη κ, θαηόπηλ ζηε 휁, ηελ νπνία δελ ελώλνπκε κε θακηά λέα θνξπθή. Καηόπηλ πξνρσξνύκε ζηηο 

θνξπθέο επηπέδνπ 3. Από απηέο νη 𝛼, 휀, 휈, 휉 δελ γεηηληάδνπλ κε θνξπθή ε νπνία δελ έρεη 

θαηαγξαθεί έσο ηώξα. Μόλν ε θνξπθή 휋 ζπλδέεηαη κε θνξπθή, ε νπνία δελ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί  

κέρξη ηώξα, ηελ 휌. Φέξλνπκε ηελ αθκή (휋, 휌) θαη ζπλερίδνπκε ηε δηαδηθαζία. Παξαηεξνύκε ηώξα 

       𝛼°       °𝛽     °𝛾      °𝛿      °휀 

                  °휁      °휂      °휃      °휄        

                  °휅      °휆      °휇      °휈 

                  °휉      °휊      °휋      °휌     °휎 

Σρ.(α) Γξάθεκα 𝛤. 

 

 

                °휂   …….…….   Δπίπ.0 

         °𝛾        °휃      °휆    ° 휁 ….Δπίπ.1 

   𝛽°      °𝛿  °휄    °휇   °휊   °휅  …. Δπίπ.2 

 

Σρ.(β) 

 



30 
 

όηη ε θνξπθή 휌 γεηηληάδεη κόλν κε κηα αθόκε θνξπθή, ηελ 휎. Φέξλνπκε ηελ αθκή (휌, 휎) θαη παξα-

ηεξνύκε όηη ζην δέληξν 𝛥 (Σρ.(γ)), ην νπνίν θαηαζθεπάζακε πεξηιακβάλνληαη ηώξα όιεο νη 

θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο 𝛤 . Δπνκέλσο απηό είλαη επηθαιύπηνλ δέληξν ηνπ 𝛤. 

 

 

                                                                                                                                                       

 

 

 

 

 

 

Άςκηςη 106. 

 Ο λαβύρινθοσ εύναι ϋνα  ορθογώνιο μονοόροφο κτύριο διαςτϊςεων 휇 × 휈, όπου 휇, 휈 ≥ 6  μον. 

μόκ. , το οπούο ϋχει υποδιαιρεθεύ ςε 휇 ∙ 휈 το πλόθοσ τετρϊγωνα  δωμϊτια  διαςτϊςεων  1 × 1, 

με τούχουσ παρϊλληλουσ προσ τα εξωτερικϊ τοιχώματα του κτιρύου. Τα δωμϊτια εύναι όλα 

φωτιςμϋνα και ϋχουν  αδιαφανεύσ  πόρτεσ ςτουσ τούχουσ τουσ. Άλλα δωμϊτια ϋχουν μια μόνο 

πόρτα, όπωσ π.χ. το  1  του επομϋνου Σχόματοσ,  τα ονομϊζουμε αδιϋξοδα , ϊλλα ϋχουν δυο 

πόρτεσ, όπωσ π.χ. το  2   

 

                                                        (1)  °      °        (2)  °       °         (3)   °      °       

                                                                °      °                °        °                 °       °     

και ϊλλα ϋχουν τρεισ πόρτεσ, όπωσ π.χ. το  3 . Ένα ϊτομο βρύςκεται ςτο δωμϊτιο 1 του 

λαβύρινθου του παρακϊτω Σχ.  α , ο οπούοσ ϋχει 72 δωμϊτια διαςτϊςεων 1× 1. Το ϊτομο δεν 

γνωρύζει πωσ βρϋθηκε ςτο δωμϊτιο αυτό, αλλϊ ϋχει μαζύ του μολύβι  και χαρτύ.  Μπορεύ ϊραγε 

το ϊτομο αυτό να καταςκευϊςει ϋνα μονοπϊτι  κϊποιου γραφόματοσ , το οπούο να τον 

οδηγόςει αςφαλώσ ςτην ϋξοδο; 

Λύζε. Πξέπεη πξώηα λα νξίζεη παξάιιεια πξνο ηηο πιεπξέο ηνπ δσκαηίνπ ηνπ, αιιά θαηά ηα άιια 

απζαίξεηα, ηηο θαηεπζύλζεηο ησλ 4 ζεκείσλ ηνπ νξίδνληα πάλσ ζην ζρέδηό ηνπ θαη λα αξηζκήζεη ην 

δσκάηην ζην νπνίν βξίζθεηαη κε ηνλ αύμνληα αξηζκό 1 (Βιέπε ζην παξαθάησ Σρ.(α)). Αθόκε, 

πξέπεη λα ζεκεηώλεη θάζε θνξά ην βήκα θαη ηελ θαηεύζπλζή ηνπ β (από ην δσκάηην α ζην δσκάηην 

β, ην νπνίν θάλεη) κε μερσξηζηό ζύκβνιν, αλ θηλείηαη αλαηνιηθά, δπηηθά, βόξεηα ή λόηηα. Δκείο ηνλ 

ζπκβνπιεύνπκε λα ρξεζηκνπνηήζεη αληίζηνηρα ηα  ζύκβνια 

                                                          °휂                                        …..……..  Δπίπ.0 

                   °𝛾                 °휃                      °휆                ° 휁  …..…    Δπίπ.1 

        𝛽°            °𝛿        °휄        °휇          °휊         °휅                 ………  Δπίπ.2 

           °𝛼         °휀        °휈       °휋          °휉                             ………   Δπίπ. 3     

                                               °휌                                            ………  Δπίπ. 4 

                                               °휎                                            ………   Δπίπ. 5     

Σρ. (γ)   Δπηθαιύπηνλ δέληξν 𝛥 ηνπ γξαθήκαηνο Γ. 

 

 

Σρ.(β) 
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𝛼 → 
𝛼휈𝛼휏 .

 𝛽,  𝛼 → 
𝛿휐휏 .

 𝛽,  𝛼 → 
𝛽휊휌 .

 𝛽,   𝛼 → 
휈휊휏 .

 𝛽.  

Αλ ην δσκάηην 𝛽 ζην νπνίν θηάλεη έρεη 1 ή 2 ή 3 πόξηεο, ηόηε λα ην δειώλεη ζην ζεκεησκαηάξηό 

ηνπ γξάθνληαο 𝛽 휋1  ό 𝛽 휋2  ή 𝛽 휋3 , αληίζηνηρα. Αληηιακβάλεηαη θαλείο όηη δελ πξέπεη πνηέ λα 

ράζεη ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ. Με ηα παξαπάλσ εθόδηα, θαηαιαβαίλεη όηη ην δσκάηην 1 ζην νπνίν 

βξίζθεηαη είλαη θόκβνο δηαθιάδσζεο θαη όηη έρεη ηε δπλαηόηεηα λα θηλεζεί δπηηθά ή βόξεηα.  

Απνθαζίδεη λα θάλεη ηελ πξώηε ηνπ θίλεζε πξνο ηα δπηηθά. Αξηζκεί ην δσκάηην ζην νπνίν θηάλεη 

κε 2 θαη θαηαγξάθεη  ην 1휊  ηνπ βήκα κε ην ζύκβνιν 

1 휋2 → 
𝛿휐휏 .

2(휋2), 

επεηδή ην δσκάηην 2 έρεη θη απηό δπν πόξηεο. Κάλεη ηε δεύηεξή ηνπ θίλεζε, ε νπνία είλαη ππνρξεσ-

ηηθή θαη ζην ζρέδηό ηνπ γξάθεη ην ζύκβνιν 

2(휋2) → 
𝛿휐휏 .

3 휋2  

θ.ιπ….. 

 

                                                                                                                                              Β 

             ° 72  °   8   °   7  °   6   °  5   °  9   °12  °  13  °  14 ° 15   °  16  ° 17  °     Δ               Α 

             °  71 °    4  °   3  °    2  °  𝟏   °10  ° 11  ° 22  ° 21   ° 20   °19    °  18 °          Ν 

             °  70 ° 33  ° 32  °  31  ° 30 ° 29 °28   ° 27   ° 26  °25    ° 24   ° 23  °                

             °  69 °  34 ° 35  ° 36   ° 37 °38  ° 39  °40    °41   ° 42   ° 43   ° 44  ° 

             °  68 °  60 ° 61  ° 62   ° 63 °64  ° 65 ° 66    ° 48  °  47  ° 46   ° 45  ° 

             °  67 °  59  ° 58 ° 57  ° 56   55  °  54 ° 53   ° 52   ° 51  ° 50   ° 49   ° 

             °        °        °        °        °        °       °        °         °        °         °          °        ° 

                                           Σρ. (α)   Λαβύξηλζνο  6 × 12 

 


