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5.4. Ο ανηίζηροθος ενός ηεηραγωνικού πίνακα 

5.4.1. Οριζμός. Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 𝛢 ∈ 𝐹𝜈×𝜈  ιέγεηαη  ανηιζηπέτιμορ ή ομαλόρ, αλ ππάξ-

ρεη πίλαθαο 𝛣 ∈ 𝐹𝜈×𝜈   ηέηνηνο ώζηε λα είλαη 

𝛢𝛣 = 𝛣𝛢 = 𝛪𝜈 .                                                           (1) 

5.4.2. Πρόηαζη. Αλ ν 𝜈 × 𝜈 πίλαθαο 𝛢 είλαη αληηζηξέςηκνο, ηόηε ν πίλαθαο 𝛣 πνπ επαιεζεύεη ηηο 

ηζόηεηεο (1) νξίδεηαη κνλόηηκα από ηνλ 𝛢. 

5.4.3. Οριζμός. Αλ ν 𝜈 × 𝜈 πίλαθαο 𝛢 είλαη αληηζηξέςηκνο, ν κνλόηηκα νξηζκέλνο πίλαθαο 𝛣 πνπ 

επαιεζεύεη ηηο (1) ιέγεηαη ανηίζηποθορ ηος 𝛢 θαη ζπκβνιίδεηαη κε 𝜜−𝟏. Σύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, 

γηα θάζε αληηζηξέςηκν πίλαθα 𝛢 έρνπκε 

𝛢𝛢−1 = 𝛢−1𝛢 = 𝛪𝜈  .                                                     (2) 

5.4.4. Θεώρημα. 

(α)  Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 𝛢 ∈ 𝐹𝜈×𝜈  είλαη αληηζηξέςηκνο αλ, θαη κόλν αλ, είλαη 

 𝛢 ≠ 0 . 

(β)  Ο αληίζηξνθόο ηνπ πίλαθαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

𝛢−1 =
1

 𝛢 
 

𝛢11   𝛢12   ⋯   𝛢1𝜈

𝛢21   𝛢22   ⋯   𝛢2𝜈

   ⋯      ⋯      ⋯
𝛢𝜈1   𝛢𝜈2   ⋯   𝛢𝜈𝜈

 

𝑡

=
1

 𝛢 
 

𝛢11   𝛢21   ⋯   𝛢𝜈1

𝛢12   𝛢22   ⋯   𝛢𝜈2

   ⋯      ⋯      ⋯
𝛢1𝜈   𝛢2𝜈    ⋯   𝛢𝜈𝜈

  ,                                    (3) 

όπνπ 𝛢𝑖𝑗 =  −1 𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 (𝛢)  θαη 𝑀𝑖𝑗 (𝛢) είλαη νη ειάζζνλεο νξίδνπζεο ηνπ πίλαθα 𝛢 .  

5.4.5. Παράδειγμα. Να δεηρηεί όηη ν πίλαθαο 

𝛢 =  
𝛼  𝛽  𝛿
0  𝛼  0
0  𝛾  휀

 ∈ ℝ3×3 , 

όπνπ 𝛼휀 ≠ 0, είλαη αληηζηξέςηκνο θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξεζεί ν αληίζηξνθόο ηνπ. 

Λύζη. Έρνπκε 

 𝛢 = 
(𝛴1)

 −1 1+1𝛼 ∙  
𝛼  0
𝛾  휀

 + 0 + 0 = 𝛼 𝛼 ∙ 휀 − 𝛾 ∙ 0 = 𝛼2휀 ≠ 0 , 

αθνύ 𝛼휀 ≠ 0 ⇒ 𝛼 ≠ 0  θαη  휀 ≠ 0 . Σύκθσλα κε ην Θεώξεκα 5.4.4, ν πίλαθαο 𝛢 είλαη αληηζηξέ-

ςηκνο. Βξίζθνπκε ηώξα ηηο ειάζζνλεο νξίδνπζεο ηνπ πίλαθα 𝛢 . Έρνπκε 
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𝛢11 = (−1)1+1  
𝛼  0
𝛾  휀

 = 𝛼휀 ,   𝛢12 = (−1)1+2  
0  0
0  휀

 = 0 ,  𝛢13 = (−1)1+3  
0  𝛼
0  𝛾

 = 0, 

𝛢21 = (−1)2+1  
𝛽  𝛿
𝛾  휀

 = 𝛿𝛾 − 𝛽휀,  𝛢22 = (−1)2+2  
𝛼  𝛿
0  휀

 = 𝛼휀,  𝛢23 = (−1)2+3  
𝛼  𝛽
0  𝛾

 = − 𝛼𝛾, 

𝛢31 = (−1)3+1  
𝛽  𝛿
𝛼  0

 = −𝛼𝛿,  𝛢32 = (−1)3+2  
𝛼  𝛿
0  0

 = 0 ,  𝛢33 = (−1)3+3  
𝛼  𝛽
0  𝛼

 = 𝛼2 

θαη ν ηύπνο (3) δίλεη 

𝛢−1 =
1

 𝛢 
 

𝛢11   𝛢21     𝛢31

𝛢12   𝛢22      𝛢32

𝛢13   𝛢23     𝛢3𝜈

  = 
1

𝛼2휀
 
𝛼휀  𝛾𝛿 − 𝛽휀 − 𝛼𝛿
0         𝛼휀              0
0    − 𝛼𝛾           𝛼2

  . 

5.4.6. Παραηήρηζη. Αο είλαη 𝛢,𝛣 ∈ 𝐹𝜈×𝜈  . Από ηελ ηζόηεηα 𝛢 ∙ 𝛣 = 𝛪𝜈  ( ή ηελ 𝛣𝛢 = 𝛪𝜈) πξνθύ-

πηεη όηη ν πίλαθαο 𝛢 είλαη αληηζηξέςηκνο θαη όηη 𝛣 = 𝛢− 1. 

5.4.7. Πρόηαζη. Αο είλαη 𝛢 ∈ 𝐹𝜈×𝜈  . Αλ κε ζηνηρεηώδεηο πξάμεηο ζηηο γξακκέο ηνπ λ × (2𝜈) “δια-

μεπιζμένος πίνακα”  𝐼𝜈 ⋮ 𝛢  ηνλ κεηαηξέςνπκε ζηνλ πίλαθα   𝛣 ⋮ 𝛪𝜈   ( απηό είλαη δπλαηό κόλν 

όηαλ ν 𝛢 είλαη αληηζηξέςηκνο ), ηόηε είλαη 𝛣 = 𝛢− 1. 

5.4.8. Παράδειγμα. Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα 

𝛢 =  

1     1     1     1
1− 1     1     1
1     1 − 1     1
1     1     1− 1

  . 

Λύζη.  

 𝐼4 ⋮ 𝐴 =   

 1   0   0    0   1     1      1     1
 0    1   0   0   1 − 1     1     1 
0    0   1   0   1     1− 1     1
0   0    0   1   1     1     1 − 1

     =   

𝛤2−𝛤1
𝛤3−𝛤1
𝛤4−𝛤1

  

 1    0   0    0     1     1     1     1  
 −1    1    0   0     0 − 2    0      0     
−1    0    1   0     0     0− 2     0    

 −1    0    0   1     0     0     0 − 2    

 → 

→ 

𝛤1+ 
1

2
𝛤2+ 

1

2
𝛤3+ 

1

2
𝛤4 

 
 
 
 −

1

2
     

1

2
    

1

2
   

1

2
     1    0    0    0 

−1     1    0   0      0 − 2   0    0 
 −1     0    1    0     0     0− 2   0 

  −1     0     0    1     0    0     0 − 2  
 
 
 →

−
1

2
𝛤4

   

– 
1

2
𝛤2

− 
1

2
𝛤3

 
 
 
 
 
 −

1

2
     

1

2
      

1

2
    

1

2
         

 
1

2
 −

1

2
     0     0      

   
1

2
     0 −

1

2
    0       

   
1

2
     0      0 −

1

2
       

𝛪4

 
 
 
 
 
 

 . 

Δπνκέλσο  



3 
 

𝛢−1 =

 
 
 
 
 
 −

1

2
     

1

2
      

1

2
    

1

2
  

   
1

2
 −

1

2
     0     0  

   
1

2
     0 −

1

2
    0  

   
1

2
     0      0−

1

2
   
 
 
 
 
 

=
1

2
  

−1      1      1     1    
  1 − 1      0     0  
  1      0 − 1     0  
  1      0      0 − 1  

  . 

5.4.9. Πρόηαζη. Αλ ν πίλαθαο 𝛢 ∈ 𝐹𝜈×𝜈  επαιεζεύεη ην πνιπώλπκν  

𝑝 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +   ⋯  + 𝑎𝑘𝑥

𝑘 , όπνπ 𝑎0 ≠ 0, 

δει. αλ είλαη  

𝑎0 𝛪𝜈 + 𝑎1𝛢 + 𝑎2𝛢
2 +   ⋯  + 𝑎𝑘𝛢

𝑘 = 0, 

ηόηε ν πίλαθαο 𝛢 είλαη αληηζηξέςηκνο θαη ν αληίζηξνθόο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

𝛢− 1 = −
1

𝑎0 

 𝑎1 𝛪𝜈 + 𝑎2 𝛢 + 𝑎3𝛢
2  ⋯  + 𝑎𝑘  𝛢

𝑘−1  . 

5.4.10. Παραηήρηζη. Η Πξόηαζε 5.4.9 καο δίλεη νέα μέθοδο εύπεζηρ ηος ανηίζηποθος ενόρ 

πίνακα, αθνύ θάζε ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 𝛢 ∈ 𝐹𝜈×𝜈  επαιεζεύεη ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πνιπώλπκν 

𝛸𝛢 =  𝛢 − 𝜆𝛪𝜈  (Βιέπε § 5.6.2). 

5.4.11. Παράδειγμα. Να δεηρηεί όηη ν πίλαθαο  

𝛢 =  
   1     0     0
    1     0 − 2
−1     1− 3

  

επαιεζεύεη ην πνιπώλπκν 

𝑝 𝑥 = 𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 − 2 

θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξεζεί ν αληίζηξνθόο ηνπ. 

Λύζη. Έρνπκε 

𝛢2 = 𝛢 ∙ 𝛢 =  
   1     0     0
    1     0− 2
−1     1 − 3

 ∙  
   1     0     0
    1     0 − 2
−1     1 − 3

 =  
1    0   0
3 − 2  6
3 − 3  7

  , 

𝛢3 = 𝛢2 ∙ 𝛢 =  
1    0   0
3 − 2  6
3 − 3  7

 ∙  
   1     0     0
    1     0− 2
−1     1 − 3

 =  
 1  0      0
−5  6 − 14
−7  7 − 15

  

θαη άξα 

𝑝 𝐴 = 𝐴3 + 2𝐴2 − 𝐴 − 2𝐼3 = 
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=  
 1  0      0
−5  6 − 14
−7  7 − 15

 + 2  
1    0   0
3− 2  6
3− 3  7

 −  
   1     0     0
    1     0− 2
−1     1− 3

 − 2  
1  0  0
0  1  0
0  0  1

  = 

=  
 1 + 2 − 1− 2     0 + 0 + 0 + 0           0 +  0 +   0 +  0
−5 + 6− 1 + 0     6 − 4 + 0 − 2    − 14 + 12 + 2 + 0
−7 + 6 + 1 + 0    7 − 6− 1 + 0    − 15 + 14 + 3 − 2

 =  
0  0  0
0  0  0
0  0  0

 = 0 . 

Τέινο,  

𝑝 𝐴 = 0 ⇒  𝐴3 + 2𝐴2 − 𝐴 − 2𝐼3 = 0 ⇒ 2𝐼3 = 𝐴3 + 2𝐴2 − 𝐴 ⇒  𝛪3 =
1

2
𝛢 𝐴2 + 2𝛢 − 𝛪3 ⇒ 

⇒ 𝛢− 1 =
1

2
 𝐴2 + 2𝛢 − 𝛪3 =

1

2
  

1    0   0
3 − 2  6
3 − 3  7

 + 2  
   1     0     0
    1     0 − 2
−1     1− 3

 −  
1  0  0
0  1  0
0  0  1

  = 

=
1

2
 

   1 + 2 − 1        0 + 0 + 0     0 + 0  + 0  
3 + 2 + 0    − 2 + 0 − 1     6 − 4  + 0

  3 − 2 +  0   − 3 + 2 +  0      7 − 6− 1     
 =  

1     0   0
5

2
 −

3

2
  1

1

2
 −

1

2
  0

  . 

5.4.12. Αζκήζεις 

Άζκηζη 1. Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα  𝛢 =  
1   3
3   7

  . 

( Απάνηηζη :   𝛢−1 =  
−  

7

2
       

3

2
 

   
3

2
   −

1

2

  . ) 

Άζκηζη 2 

Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα  𝛢 =  
 1   2− 3
0   1    2
0   0    1

  . 

( Απάνηηζη :   𝛢−1 =  
1 − 2     7
 0      1− 2
0     0     1

  . ) 

Άζκηζη 3 

Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα  𝛣 =  
  2     2    3
  1 − 1    0
−1     2     1 

  . 

( Απάνηηζη :   𝛣−1 =  
   1 − 4− 3 
   1 − 5− 3 
−1      6     4 

   . ) 

Άζκηζη 4 

Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα 
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𝛢 =  

1     1     1     1
1     1 − 1− 1
 1− 1     1− 1 
 1− 1 − 1     1 

  . 

( Απάνηηζη :  

𝛢−1 =

 
 
 
 
 
 

1

4
    

1

4
     

1

4
     

1

4
1

4
     

1

4
−

1

4
−

1

4

 
1

4
 −

1

4
    

1

4
−

1

4
 

 
1

4
 −

1

4
−  

1

4
    

1

4
  
 
 
 
 
 

 = 
1

4
 

1     1     1     1
1     1 − 1− 1

 1− 1     1− 1 
 1− 1 − 1     1 

 =
1

4
𝐴 . ) 

Άζκηζη 5 

Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ 𝜈 × 𝜈, 𝜈 ≥ 2,  πίλαθα 

𝛢 =

 
 
 
 
 
  0    0    ⋯    0     𝛼1

0    0   ⋯    𝛼2    0
  ⋯     ⋯     ⋯   

0    𝛼𝜈−1  ⋯  0    0
𝛼𝜈    0    ⋯    0    0  

 
 
 
 

 , 

όπνπ 𝛼𝑖 ∈ ℝ,   𝛼𝑖 ≠ 0,∀ 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝜈. 

( Απάνηηζη :      𝛢−1 =

 
 
 
 
 
 
   0    0     ⋯   0    

1

𝛼𝜈

 0    0  ⋯   
1

𝛼𝜈−1
   0

  ⋯     ⋯     ⋯   

 0    
1

𝛼2
   ⋯   0      0

1

𝛼1
   0    ⋯   0     0  

 
 
 
 
 
 

  . ) 

Άζκηζη 6 

Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο ηνπ 𝜈 × 𝜈, 𝜈 ≥ 2,  πίλαθα 

𝛢 = 

 
 
 
 
 
 1    𝛼   𝛼2  𝛼3  ⋯     𝛼𝜈−1  
0    1    𝛼   𝛼2    ⋯    𝛼𝜈−2

0    0     1    𝛼   ⋯     𝛼𝜈−3

  ⋯     ⋯     ⋯
 0     0     0     0     ⋯  1        

 
 
 
 

 , 

όπνπ 𝛼 ∈ ℝ . 

( Απάνηηζη :      𝛢−1 =

 
 
 
 
 
1 − 𝛼      0   ⋯  0     0  
0      1 − 𝛼  ⋯   0      0 

  ⋯     ⋯     ⋯   
0     0      0   ⋯   1 − 𝛼
0     0     0    ⋯   0      1  

 
 
 
 

 . ) 
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5.5. Γραμμικά ζσζηήμαηα 

5.5.1. Οριζμός. Οη 𝜇 ζε πιήζνο ζπλζήθεο (εμηζώζεηο πξώηνπ βαζκνύ) 

 

𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 +   ⋯  + 𝛼1𝜈𝑥𝜈 = 𝛽1

𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 +   ⋯  + 𝛼2𝜈𝑥𝜈 = 𝛽2

⋯             ⋯             ⋯ 
𝛼𝜇1𝑥1 + 𝛼𝜇2𝑥2 +  ⋯  + 𝛼𝜇𝜈 𝑥𝜈 = 𝛽𝜇

   ,                                      (1) 

όπνπ  𝛼𝑖𝑗 , 𝛽𝑖 ∈ 𝐹, γηα όια ηα 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝜇, 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝜈   θαη  κ,λ∈ ℕ, ιέκε όηη απνηεινύλ έλα 

ζύζηημα μ ππυηοβάθμιυν εξιζώζευν με ν άγνυζηοςρ (ηνπο 𝑥1, 𝑥2 ,  ⋯  𝑥𝜈)  ή έλα γπαμμικό 

ζύζηημα μ εξιζώζευν με ν άγνυζηοςρ. 

5.5.2. Οριζμός. Μηα δηαηεηαγκέλε 𝜈 − ά𝛿𝛼  𝑥1, 𝑥2,  ⋯  𝑥𝜈  ζηνηρείσλ ηνπ 𝐹 ιέγεηαη λύζη ηος 

ζςζηήμαηορ (1), αλ επαιεζεύεη όιεο ηηο εμηζώζεηο ηνπ. 

Έλα γξακκηθό ζύζηεκα ιέγεηαη ζςμβιβαζηό αλ έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ιύζε. Σηελ αληίζεηε πεξίπησ-

ζε, δει. αλ δελ έρεη θακηά ιύζε, ιέγεηαη αζςμβίβαζηο ή  αδύναηο. 

Γπν γξακκηθά ζπζηήκαηα, ηα νπνία έρνπλ ην ίδην πιήζνο αγλώζησλ, ιέγνληαη ιζοδύναμα, αλ έρνπλ 

ηηο ίδηεο αθξηβώο ιύζεηο, δει. αλ θάζε ιύζε ηνπ ελόο είλαη θαη ιύζε ηνπ άιινπ. 

5.5.3. Οριζμός. Οη πίλαθεο  

𝛢 =  

𝛼11  𝛼12   ⋯  𝛼1𝜈

𝛼21  𝛼22   ⋯𝛼2𝜈

⋯      ⋯      ⋯ 
𝛼𝜇1 𝛼𝜇2   ⋯  𝛼𝜇𝜈

  ,   𝛸 =  

𝑥1

𝑥2 

⋮
𝑥𝜈

      θαη  𝛴 =  

𝛽1

𝛽2

⋮
𝛽𝜇

  

ιέγνληαη, αληίζηνηρα, πίνακαρ, ζηήλη ηυν αγνώζηυν θαη ζηήλη ηυν ζηαθεπών ηος ζςζηήμαηορ 

(1). 

5.5.4. Παραηήρηζη. Με ρξήζε ησλ παξαπάλσ πηλάθσλ 𝛢,𝛸  θαη 𝛴 νη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο 

(1) γξάθνληαη 

𝛢𝛸 = 𝛴,                                                                  (2) 

γξάθνληαη δει. ζαλ κηα κόλν εμίζσζε πηλάθσλ. 

5.5.5. Οριζμός. Έλα γξακκηθό ζύζηεκα 𝛢𝛸 = 𝛴 ιέγεηαη ζύζηημα 𝑪𝒓𝒂𝒎𝒆𝒓, αλ ν πίλαθάο ηνπ 

είλαη ηύπνπ 𝜈 × 𝜈 θαη έρεη νξίδνπζα κε κεδεληθή, δει. αλ είλαη ζύζηεκα 𝜈 εμηζώζεσλ κε 𝜈 άγλσ-

ζηνπο θαη αλ  𝛢 ≠ 0.  

5.5.6. Θεώρημα. Τν γξακκηθό ζύζηεκα Cramer 𝛢𝛸 = 𝛴 έρεη κηα κόλν ιύζε, ηελ 

𝛸 = 𝛢− 1𝛴 , 

ε νπνία, πην αλαιπηηθά, γξάθεηαη 
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𝑥1 =
 𝛴 𝛴2𝛴3  ⋯ 𝛴𝜈 

 𝛢 
,       𝑥2 =

 𝛴1𝛴 𝛴3  ⋯ 𝛴𝜈 

 𝛢 
 ,       𝑥𝜈 =

 𝛴1𝛴2   ⋯ 𝛴𝜈−1𝛴 

 𝛢 
 ,                          (3) 

όπνπ 𝛴1, 𝛴2, 𝛴3 ,   ⋯ , 𝛴𝜈  είλαη νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα 𝛢 θαη 𝛴 είλαη ε ζηήιε ησλ ζηαζεξώλ. Η έθ-

θξαζε ηεο ιύζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ζηε κνξθή (3), δει.  ε έθθξαζε ησλ 𝑥1, 𝑥2, ⋯, 𝑥𝜈  ζαλ πειίθα 

νξηδνπζώλ, ιέγεηαη  

“κανόναρ ηος Cramer.” 

5.5.7. Παράδειγμα. Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο 𝛢− 1ηνπ πίλαθα 𝛢 ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

   𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1
           𝑥2 + 3𝑥3 = 2
𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 2

  

θαη ζηε ζπλέρεηα λα ιπζεί ην ζύζηεκα. 

Λύζη. Βξίζθνπκε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα 𝛢, κεηαηξέπνληαο ηνλ πίλαθα  𝛪3 ⋮ 𝛢  ζε πίλαθα ηεο 

κνξθήο  𝛣 ⋮ 𝛪3  . 

 𝛪3 ⋮ 𝛢 =  
1  0  0    1   1  1
0  1  0    0   1   3
0  0  1    1   2   3

  → 
𝛤3−𝛤1

 
 1  0  0    1   1  1
  0  1  0    0   1   3
−1  0  1    0   1   2

  → 
𝛤3−𝛤2

 
 1     0    0    1     1     1
  0     1    0    0    1      3
−1− 1   1    0   0  − 1

  → 

𝛤1+𝛤3
𝛤2+3𝛤3

 

→  
   0 − 1    1    1   1     0
−3 − 2    3    0   1      0
−1 − 1    1    0   0 − 1

  → 

𝛤1−𝛤2

(−1)𝛤3

 
  3     1  − 2 
−3− 2      3  
   1      1 − 1  

   𝛪3  

θαη άξα 

𝛢− 1 =  
  3     1  − 2 
−3 − 2      3  
   1      1 − 1  

  . 

Ο ηύπνο 𝛸 = 𝛢− 1𝛴 δίλεη ηώξα ηε ιύζε 

 

𝑥1

𝑥2

𝑥3

  =  
  3     1  − 2 
−3− 2      3  
   1      1 − 1  

 ∙  
1
2
2
 =  

3 ∙ 1   +  1 ∙ 2 + (−2) ∙ 2

 −3 ∙ 1 +  −2 ∙ 2 + 3 ∙ 2
1 ∙ 1  +   1 ∙ 2 + (−1) ∙ 2

 =  
  1
−1
   1
  , 

δει. ηελ 𝑥1 = 1 ,   𝑥2 = −1 , 𝑥3 = 1. 

5.5.8. Παράδειγμα. Να ιπζεί ην ζύζηεκα 

 

   2𝑥1 −    𝑥2 − 𝑥3 = 4
3𝑥1 + 4𝑥2 − 2𝑥3 = 11
3𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3 = 11

  . 

Λύζη. Πξόθεηηαη γηα ζύζηεκα ηξηώλ εμηζώζεσλ κε ηξεηο άγλσζηνπο. Η νξίδνπζα ηνπ πίλαθα ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη ε 
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 𝛢 =  
2 − 1− 1
3    4 − 2
3− 2    4

 = 

  𝛤1 

2 ∙  
4  − 2
−2      4

 — (−1) ∙  
3 − 2
3     4

 +  −1 ∙  
3     4
3− 2

 = 

= 2 16− 4 −  −1  12 + 6 −  −6− 12 = 24 + 18 + 18 = 60 ≠ 0 

θαη άξα πξόθεηηαη γηα έλα ζύζηεκα Cramer. Δπεηδή 

𝛴1 =  
2
3
3
  ,  𝛴2 =  

−1
   4
−2
  , 𝛴3 =  

−1
−2
  4
    θαη  𝛴 =  

4
11
11
  , 

Έρνπκε 

 𝛴 𝛴2 𝛴3 =  
4 − 1− 1
11    4− 2
11 − 2     4

 = 180 ,     𝛴1𝛴 𝛴3  = 60,     𝛴1𝛴2𝛴 =  
2 − 1   4
3     4  11
3 − 2  11

 = 60 

θαη επνκέλσο ε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηόο καο είλαη ε 

   𝑥1 =
 𝛴 𝛴2  𝛴3 

 𝛢 
=

180

60
= 3 ,     𝑥2 =

 𝛴1𝛴 𝛴3 

 𝛢 
=

60

60
= 1 ,     𝑥3 =

 𝛴1𝛴2𝛴 

 𝛢 
=

60

60
= 1 . 

5.5.9. Παραηήρηζη. Η κέζνδνο επίιπζεο ελόο ζπζηήκαηνο κ εμηζώζεσλ κε λ άγλσζηνπο ηελ νπνία 

αθνινπζνύκε ζηα επόκελα είλαη κηα ζπζηεκαηηθνπνίεζε ηηρ μεθόδος ηυν διαδοσικών απαλοιθών 

ηυν αγνώζηυν, ηεο γλσζηήο δει. μεθόδος ηος 𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔. Με ηε κέζνδν απηή ε επίιπζε ελόο ζπζηή-

καηνο κ εμηζώζεσλ κε λ άγλσζηνπο αλάγεηαη ηειηθά ζηελ επίιπζε κηαο πξσηνβάζκηαο εμίζσζεο κε 

έλαλ  ή πεξηζζόηεξνπο άγλσζηνπο. 

5.5.10. Παραηήρηζη. Η εμίζσζε πξώηνπ βαζκνύ κε πεξηζζόηεξνπο από έλαλ άγλσζηνπο 

𝛼1 𝑥1 + 𝛼2 𝑥2 +  ⋯  +   𝛼𝜈  𝑥𝜈 = 𝛽 ,  όπνπ 𝜈 > 1  

(1) όηαν κάποιο  𝜶𝒊 δεν είναι μηδέν, δέρεηαη έλα  𝜈 − 1 − παξακεηξηθό ζύλνιν ιύζεσλ, δει. 

ηόηε 𝜈 − 1 άγλσζηνη παίξλνπλ απζαίξεηεο ηηκέο θαη έλαο θαζνξίδεηαη κνλόηηκα από απηνύο 

(2) όηαν 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 =   ⋯  = 𝜶𝝂 = 𝜷 = 𝟎, είλαη ηαπηόηεηα, δει ηόηε επαιεζεύνληαη από όια ηα 

   𝑥1, 𝑥2, ⋯  ,  𝑥𝜈 ∈ 𝐹 

(3) όηαν 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 =   ⋯  = 𝜶𝝂 = 𝟎  θαη  𝜷 ≠ 𝟎, είλαη αδύλαηε. 

5.5.11. Οριζμός. Σηοισειώδειρ ππάξειρ ζηιρ εξιζώζειρ ενόρ ζςζηήμαηορ ιέγνληαη : 

(Ι) ε ακνηβαία ελαιιαγή ησλ ζέζεσλ δπν εμηζώζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο 

(ΙΙ) ν πνιιαπιαζηαζκόο ησλ κειώλ κηαο εμίζσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο επί 𝛼 ∈ 𝐹, 𝛼 ≠ 0 

(ΙΙΙ) ε πξόζζεζε ζε κηα εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο ελόο πνιιαπιαζίνπ κηαο άιιεο εμίζσζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. 

5.5.12. Παραηήρηζη. Μηα ζηνηρεηώδεο πξάμε ( άξα θαη ζηνηρ. πξ. πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο) ζηηο 

εμηζώζεηο ελόο ζπζηήκαηνο ην κεηαηξέπεη (ην κεηαηξέπνπλ) ζε άιιν ηζνδύλακν κε ην αξρηθό. 
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5.5.13. Παραηήρηζη.  Η απαινηθή ελόο άγλσζηνπ από ηηο εμηζώζεηο ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο 

γίλεηαη κε ζηνηρ. πξ. ζηηο εμηζώζεηο ηνπ. Γηα λα ζπληνκεύζνπκε ηε δηαδηθαζία εθηέιεζεο ησλ ζηνηρ. 

πξ. ζηηο εμηζώζεηο ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο, δεν αναγπάθοςμε ηοςρ άγνυζηοςρ ( αθνύ άιισ-

ζηε δελ είρεη ζεκαζία ε ηδηαίηεξε νλνκαζία ηνπο ) αλλά μόνο ηοςρ ζςνηελεζηέρ, ηνπο νπνίνπο δηα-

ηεξνύκε απζηεξά ζηε γξακκή θαη ζηε ζηήιε ζηελ νπνία αλήθνπλ. Με ηνλ ηξόπν απηόλ κεηαβαί-

λνπκε από ηελ έλλνηα ηνπ “γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο” ζηελ έλλνηα ηνπ “ πίνακα.” 

5.5.14. Οριζμός. Ο ηύπνπ 𝜇 × (𝜈 + 1) πίλαθαο  

 𝛢 ⋮ 𝛴 =  

𝛼11  𝛼12   ⋯   𝛼1𝜈  ⋮  𝛽1

 𝛼21  𝛼22   ⋯   𝛼2𝜈  ⋮   𝛽2

  ⋯     ⋯     ⋯
 𝛼𝜇1 𝛼𝜇2   ⋯   𝛼𝜇𝜈  ⋮   𝛽𝜇

  

ιέγεηαη επαςξημένορ πίνακαρ ηος ζςζηήμαηορ (1). 

5.5.15. Παραηήρηζη. Τν γξακκηθό ζύζηεκα (1) πεξηγξάθεηαη κε αθξίβεηα από ηνλ επαπμεκέλν 

ηνπ πίλαθα  𝛢 ⋮ 𝛴  θαη οι ζηοισ. ππάξειρ ζηιρ εξιζώζειρ ηος ζςζηήμαηορ ιζοδςναμούν με ηιρ 

ανηίζηοισερ ζηοισ. ππάξειρ ζηιρ γπαμμέρ ηος επαςξημένος ηος πίνακα. 

5.5.16. Πρόηαζη. Τν γξακκηθό ζύζηεκα 𝛢𝛸 = 𝛴 είλαη ηζνδύλακν κε ην ζύζηεκα  

𝛢(𝜅)𝛸 = 𝛴(𝜅), 

όπνπ  𝛢(𝜅)  ⋮ 𝛴(𝜅)  είλαη κηα 𝛾 −θιηκαθσηή κνξθή ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα  𝛢 ⋮ 𝛴  . 

5.5.17. Θεώρημα. (Βαζικό Θεώπημα ηηρ Γπαμμικήρ Άλγεβπαρ). 

Τν γξακκηθό ζύζηεκα κ εμηζώζεσλ κε λ άγλσζηνπο 𝛢𝛸 = 𝛴 είλαη ζπκβηβαζηό αλ , θαη κόλν αλ, 

είλαη 

rank(𝐴) = rank  𝛢 ⋮ 𝛴  , 

δει. αλ , θαη κόλν αλ, ν πίλαθαο 𝛢 ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ν επαπμεκέλνο ηνπ πίλαθαο  𝛢 ⋮ 𝛴  έρνπλ 

ηελ ίδηα βαζκίδα. 

5.5.18. Παράδειγμα. Να βξεζεί : 

(α)  κηα 𝛾 −θιηκαθσηή κνξθή ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα  𝛢 ⋮ 𝛴   ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

   𝑥1 +  𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 7
 3𝑥1 +  2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 − 3𝑥5 = −2
            𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 6𝑥5 = 23

   5𝑥1 +  4𝑥2 + 3𝑥3 + 3𝑥4 − 𝑥5 = 12

  

(β)  ην ηζνδύλακν κε ην παξαπάλσ ζύζηεκα. 

Λύζη. (α) 
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 𝛢 ⋮ 𝛴 =  

1   1    1    1     1  ⋮     7
3   2    1    1 − 3 ⋮  −2
0   1    2     2     6 ⋮   23
5   4    3    3 − 1 ⋮   12

 → 

𝛤2−3𝛤1
𝛤4−5𝛤1

 

1      1      1       1        1  ⋮      7
 0 − 1 − 2  − 2  − 6 ⋮ −23
 0      1       2       2        6 ⋮    23
 0 − 1  − 2  − 2  − 6 ⋮ −23

 → 

𝛤3+𝛤2
𝛤4−𝛤2

 

→   

1       1      1        1        1  ⋮       7
 0 − 1 − 2  − 2   − 6  ⋮ −23
0       0      0        0       0   ⋮      0
0       0      0       0        0   ⋮      0

 → 
(−𝟏)𝜞𝟐

  

1       1       1      1       1  ⋮    7
 0       1      2       2       6  ⋮  23
0       0      0       0       0  ⋮   0
 0      0       0       0      0   ⋮   0

 =  𝛢(𝜅)  ⋮ 𝛴(𝜅)  . 

(β)  Τν ζύζηεκα 𝛢(𝜅)𝛸 = 𝛴(𝜅), ην νπνίν είλαη ηζνδύλακν κε ην αξρηθό ην 

 
𝑥1 +  𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 7

       𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 6𝑥5 = 23
  . 

( Σε κεδεληθή γξακκή ηνπ πίλαθα  𝛢(𝜅)  ⋮ 𝛴(𝜅)  αληηζηνηρεί ε εμίζσζε 

   0 ∙ 𝑥1 +  0 ∙ 𝑥2 + 0 ∙ 𝑥3 + 0 ∙ 𝑥4 + 0 ∙ 𝑥5 = 0 , 

ε νπνία είλαη ηαπηόηεηα θαη παξαιείπεηαη. ) 

5.5.19. Παράδειγμα. Να εμεηαζηεί αλ είλαη ζπκβηβαζηό ην ζύζηεκα 

 

𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 = −1
2𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 1
𝑥1  +  𝑥2 +  𝑥3 = 3
𝑥1 + 2𝑥2 − 3𝑥3 = 1

  . 

Λύζη. Βξίζθνπκε ηηο βαζκίδεο ησλ πηλάθσλ 𝛢  θαη   𝛢 ⋮ 𝛴 , κεηαηξέπνληαο κε ζηνηρ. πξ. ζηηο 

γξακκέο ηνπ ηνλ πίλαθα  𝛢 ⋮ 𝛴  ζε 𝛾 −θιηκαθσηό. ( Ταπηόρξνλα θαη ν πίλαθαο 𝛢  κεηαηξέπεηαη ζε 

𝛾 −θιηκαθσηό). 

 𝛢 ⋮ 𝛴 =  

1    1 − 3 ⋮ −1
2    1− 2 ⋮    1

  1    1     1 ⋮    3  
1    2− 3 ⋮    1

 → 

𝛤2−2𝛤1
𝛤3−𝛤1
𝛤4−𝛤1

 

1     1 − 3  ⋮ −1
0 − 1     4   ⋮    3
 0     0     4   ⋮    4
  0      1     0  ⋮     2

 → 
𝛤4+𝛤1

 

→   

1     1 − 3  ⋮ −1
0 − 1      4  ⋮    3
0     0      4  ⋮    4
 0     0     4  ⋮    5

 → 

 −1 𝛤2
𝛤4−𝛤3

 

1    1 − 3  ⋮ −1
 0    1  − 4 ⋮ −3
 0     0      4  ⋮     4
 0     0      0  ⋮     1

 → 

1

4
𝛤3

 

1    1 − 3  ⋮ −1
 0    1  − 4 ⋮  −3

   0    0      1  ⋮     1  
  0     0    0  ⋮     1

  =  𝛢(𝜅)  ⋮ 𝛴(𝜅)  . 

Άξα έρνπκε rank(𝐴) = 3  θαη  rank[𝐴 ⋮ 𝛴] = 4. Δπεηδή είλαη   rank(𝐴) ≠ rank[𝐴 ⋮ 𝛴] , ζύκθσλα κε 

ην Θεώξεκα 5.5.17, ην ζύζηεκα είλαη αζπκβίβαζην (αδύλαην). 

4.5.20. Παραηήρηζη. Αλ ηα πξώηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ησλ κε κεδεληθώλ γξακκώλ κηαο 𝛾 −θιη-

καθσηήο κνξθήο  𝛢(𝜅)  ⋮ 𝛴(𝜅)  ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο 𝛢𝛸 = 𝛴 βξίζθνληαη ζηηο 

ζηήιεο 𝑗1, 𝑗2,  ⋯ , 𝑗𝑟  , ηόηε νη άγλσζηνη 𝑥𝑗1
, 𝑥𝑗2

,⋯ , 𝑥𝑗𝑟νξίδνληαη κνλόηηκα ζαλ ζπλαξηήζεηο ησλ 

ππνινίπσλ, νη νπνίνη ( ππόινηπνη άγλσζηνη ) παίξλνπλ απζαίξεηεο ηηκέο. 
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4.5.21. Παράδειγμα. Να ιπζεί ην ζύζηεκα ηνπ Παξαδείγκαηνο 5.5.18.  

Λύζη. Μηα 𝛾 − κλιμακωτή κνξθή ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ( όπσο βξή-

θακε) ε 

 𝛢(𝜅)  ⋮ 𝛴(𝜅) =  

1       1       1      1       1  ⋮    7
 0       1      2       2       6  ⋮  23
0       0      0       0       0  ⋮   0
 0      0       0       0      0   ⋮   0

  

θαη ην ζύζηεκα είλαη ηζνδύλακν κε ην  

 
𝑥1  +  𝑥2  + 𝑥3  + 𝑥4  +  𝑥5      = 7

             𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 6𝑥5 = 23
  . 

Παξαηεξνύκε όηη νη κε κεδεληθέο γξακκέο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ε πξώηε θαη δεύηεξε θαη ηα 

πξώηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ηνπο αλήθνπλ ζηελ πξώηε θαη δεύηεξε ζηήιε. Δπνκέλσο νη άγλσζηνη 

𝑥3 , 𝑥4 και  𝑥5 παίξλνπλ απζαίξεηεο ηηκέο θαη νη 𝑥1,  𝑥2 εθθξάδνληαη κνλόηηκα ζαλ ζπλαξηήζεηο 

απηώλ. Τν παξαπάλσ ζύζηεκα γξάθεηαη 

 
𝑥1 +  𝑥2 = 7− 𝑥3 − 𝑥4 − 𝑥5               

       𝑥2 = 23 − 2𝑥3 − 2𝑥4 − 6𝑥5

  

θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 

𝑥3 = 𝛼 ,  𝑥4 = 𝛽,  𝑥5 = 𝛾,        𝑥2 = 23 − 2𝛼 − 2𝛽 − 6𝛾 ,  𝑥1 = −16 + 𝛼 + 𝛽 + 5𝛾 , 

όπνπ 𝛼,𝛽, 𝛾 είλαη απζαίξεηα ζηνηρεία ηνπ 𝐹. 

5.5.22. Οριζμός. Τν γξακκηθό ζύζηεκα 

 

𝛼11𝑥1 + 𝛼12𝑥2 +   ⋯  + 𝛼1𝜈𝑥𝜈 = 0
𝛼21𝑥1 + 𝛼22𝑥2 +   ⋯  + 𝛼2𝜈𝑥𝜈 = 0

⋯             ⋯             ⋯ 
𝛼𝜇1𝑥1 + 𝛼𝜇2𝑥2 +  ⋯  + 𝛼𝜇𝜈 𝑥𝜈 = 0

  ,                                         (4) 

ηνπ νπνίνπ ε ζηήιε ησλ ζηαζεξώλ είλαη κεδεληθή, ιέγεηαη ομογενέρ γπαμμικό ζύζηημα. 

5.5.23. Παραηήρηζη. Τν νκνγελέο γξακκηθό ζύζηεκα (4) είλαη πάληνηε ζπκβηβαζηό, γηαηί είλαη   

rank[𝐴 ⋮ 𝛴] = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ⋮ 0 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴). 

Μηα ιύζε ηνπ είλαη ε κεδεληθή, δει. ε  𝑥1 = 𝑥2 =  ⋯ = 𝑥𝜈 = 0. Τν νκνγελέο γξακκηθό ζύζηεκα 

(4) ιύλεηαη όπσο θαη ην ζπκβηβαζηό ζύζηεκα (1). Τν ζύλνιν ησλ ιύζεώλ ηνπ είλαη  𝜈 − 𝑟 − πα-

πακεηξηθό, όπνπ λ = πιήζνο αγλώζησλ θαη  𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴). 

5.5.24. Παραηήρηζη. Αλ είλαη 𝑟 = 𝜈, ηόηε ην νκνγελέο ζύζηεκα (4) έρεη ιύζε κόλν ηε κεδεληθή, 

ελώ αλ είλαη  𝑟 < 𝜈, ηόηε έρεη θαη κε κεδεληθέο ιύζεηο.  

5.5.25. Παραηήρηζη. Έλα νκνγελέο ζύζηεκα 𝜈 εμηζώζεσλ κε 𝜈 άγλσζηνπο 𝛢𝛸 = 0 : 
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(α) έρεη ιύζε κόλν ηε κεδεληθή, αλ θαη κόλν αλ, είλαη  𝛢 ≠ 0 

(β) έρεη θαη κε κεδεληθέο ιύζεηο αλ  θαη κόλν αλ, είλαη  𝛢 = 0.  

5.5.26. Παραηήρηζη. Αλ είλαη 𝜇 < 𝜈, ηόηε ην νκνγελέο ζύζηεκα (4) έρεη θαη κε κεδεληθέο ιύζεηο, 

αθνύ από ηηο  𝑟 ≤ 𝜇  θαη  𝜇 < 𝜈  πξνθύπηεη όηη είλαη  𝑟 < 𝜈. 

5.5.27. Παράδειγμα. Να ιπζεί ην νκνγελέο γξακκηθό ζύζηεκα 

 

𝑥1 − 2𝑥2 +  𝑥3 + 𝑥4 − 𝑥5 = 0        
2𝑥1 + 𝑥2 −  𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 = 0        
 𝑥1 + 7𝑥2 −  5𝑥3 − 5𝑥4 + 5𝑥5 = 0
3𝑥1 − 𝑥2 −  2𝑥3 + 𝑥4 − 𝑥5 = 0      

  . 

Λύζη. 

𝛢 =  

 1 − 2     1      1 − 1 
2     1 − 1 − 1     1
1     7 − 5 − 5     5
 3 − 1 − 2    1 − 1 

   → 

𝛤2−2𝛤1
𝛤3−𝛤1
𝛤4−3𝛤1

   

 1 − 2    1      1 − 1 
0     5 − 3 − 3     3
0     9 − 6 − 6     6

 0     5 − 5 − 2    2 

 → 

𝛤3−2𝛤2
𝛤4−𝛤2

 

 1 − 2    1      1 − 1 
0     5 − 3 − 3     3
0 − 1    0      0     0

 0     0 − 2     1 − 1 

 → 

→ 
𝛤2+5𝛤3

 

 1− 2    1      1 − 1 
0     0 − 3− 3     3
0 − 1    0      0     0

 0     0 − 2     1 − 1 

   → 

(− 
1
3

 𝛤2)

(−1) 𝛤3

   

 1 − 2    1    1− 1 
0     0    1    1 − 1
0     1    0    0    0 

  0     0− 2    1− 1 

  → 
𝛤4+2𝛤2

 

→  

 1 − 2    1    1− 1 
0     0    1    1 − 1
 0     1    0    0     0 
  0     0    0    3 − 3 

  → 

𝛤2  ⇆ 𝛤3
1

3 
𝛤4

 

 1 − 2    1    1− 1 
0     1    0    0     0

  0     0    1    1 − 1 
  0     0    0    1 − 1 

  =  𝛢(𝜅). 

Άξα rank(A) = 4. Δπεηδή 𝜈 = 5, έρνπκε 𝜈 − 𝑟 = 5 − 4 = 1 θαη επνκέλσο έλαο άγλσζηνο παίξλεη 

απζαίξεηεο ηηκέο. Τα πξώηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ησλ κε κεδεληθώλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα 𝛢(𝜅) 

βξίζθνληαη ζηελ 1
ε
 , 2

ε
 , 3

ε
  θαη 4

ε
 ζηήιε θαη γη απηό νη άγλσζηνη 𝑥1, 𝑥2 , 𝑥3, 𝑥4 εθθξάδνληαη κν-

λόηηκα ζαλ ζπλαξηήζεηο ηνπ 𝑥5, ν νπνίνο παίξλεη απζαίξεηεο ηηκέο. Τν αξρηθό καο ζύζηεκα είλαη 

ηζνδύλακν κε ην  𝛢(𝜅)𝛸 = 0, δει. ην 

 

𝑥1 − 2𝑥2 +  𝑥3 + 𝑥4 − 𝑥5 = 0 
             𝑥2                                 = 0  
                        𝑥3 + 𝑥4 − 𝑥5 = 0

                                     𝑥4 − 𝑥5 = 0  

 , 

ην νπνίν γξάθεηαη 

 

 𝑥1 − 2𝑥2 +  𝑥3 + 𝑥4 = 𝑥5 
             𝑥2                     = 0  
                        𝑥3 + 𝑥4 = 𝑥5

                                     𝑥4 = 𝑥5  
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θαη νη ιύζεηο ηνπ (άξα θαη ηνπ αξρηθνύ ) είλαη νη : 

𝑥5 = 𝛼 , 𝑥4 = 𝛼, 𝑥3 = 0, 𝑥2 = 0  θαη  𝑥1 = 0, 

όπνπ 𝛼 είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ 𝐹. 

5.5.28. Παράδειγμα. Να ιπζεί ην νκνγελέο ζύζηεκα 

 

𝑥1 + 𝑥2 +  3𝑥3 + 3𝑥4 = 0   
 𝑥1 − 𝑥2 +  𝑥3 + 3𝑥4 = 0 
𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 + 3𝑥4 = 0

           3𝑥2 + 6𝑥3 + 𝑥4 = 0 

.   

Λύζη.  

𝛢 =  

1     1   3   3
1 − 1   1   3
1     1   4   3
0     3   6    1

   → 

𝛤2−𝛤1
𝛤3−𝛤1

   

1    1     3    3
0 − 2− 2   0

 0     0      1    0
 0     3      6    1

 → 

𝛤4+ 
3
2

 𝛤2

 

1    1     3    3
0− 2 − 2   0
 0     0      1   0
 0     0      3   1

 → 

(− 
1
2

 𝛤2)

(  𝛤4−3 𝛤3)

 

1    1    3    3
0    1    1    0

 0    0     1   0 
 0    0    0    1

 =  𝛢(𝜅) 

Άξα 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 4. Δπεηδή είλαη θαη 𝜈 = 4, έρνπκε 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝜈 θαη άξα ην νκνγελέο ζύζηεκά 

καο έρεη ιύζε κόλν ηε κεδεληθή,   

𝑥1 = 0 , 𝑥2 = 0 , 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 0 . 

 

    5.5.29. Αζκήζεις    

Άζκηζη 1. Να ιπζεί ην ζύζηεκα 

 

2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 1
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 2
𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 1
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 = 1

  . 

Λύζη.  Παξαηεξνύκε πξώηα όηη απηό είλαη ζύζηεκα Cramer. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ νξίδνπζα 

ηνπ πίλαθα 𝛢 ηνπ ζπζηήκαηνο , επεηδή ζε όιεο ηηο ζηήιεο  

𝛴1 =  

2
1
1
1

  ,   𝛴2 =  

1
2
1
1

  , 𝛴3 =  

1
1
2
1

  ,   𝛴4 =  

1
1
1
2

  

ηνπ 𝛢 εκθαλίδεηαη κηα θνξά ην 2 θαη ηξεηο θνξέο ην 1, πξνζζέηνπκε ζηελ πξώηε γξακκή ηνπ 𝛢 

όιεο ηηο άιιεο γξακκέο ηνπ, γηα λα εκθαληζηεί ζηελ πξώηε γξακκή ηνπ λένπ πίλαθα παληνύ ην ίδην 

άζξνηζκα 2 + 1 + 1 + 1 = 5. Έζη, έρνπκε 
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 𝛢 = 
𝛤1+(𝛤2+𝛤3+𝛤4)

 

5  5  5  5
1  2  1  1
1  1  2  1
1  1  1  2

 = 

1
5 𝛤1

5 

1  1  1  1
1  2  1  1
1  1  2  1
1  1  1  2

 = 

𝛤2−𝛤1
𝛤3−𝛤1
𝛤4−𝛤1

 

= 5 

1  1  1  1
0  1  0  0
0  0  1  0
0  0  0  1

 = 

  ά𝜈𝜔  𝜏𝜌𝜄𝛾 . 

5(1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1) = 5 ≠ 0 

θαη άξα ( Θεώξεκα 5.5.6) ην ζύζηεκα έρεη κηα κόλν ιύζε. Παξαηεξνύκε ηώξα όηη ε ζηήιε ησλ 

ζηαζεξώλ ηαπηίδεηαη κε ηε δεύηεξε ζηήιε ηνπ ζπζηήκαηνο, όηη δει. είλαη 𝜮 = 𝜮𝟐 θαη άξα ν 

κανόναρ ηος Cramer δίλεη 

𝑥1 =
 𝛴 𝛴2𝛴3𝛴4 

 𝛢 
=

 𝛴2𝛴2𝛴3𝛴4 

5
 .  

Δπεηδή ε νξίδνπζα ζηνλ αξηζκεηή ηνπ παξαπάλσ θιάζκαηνο έρεη δπν ζηήιεο ίζεο, απηή (Βιέπε 

Πξόηαζε 5.3.10) ηζνύηαη κε κεδέλ θαη άξα είλαη 𝑥1 =
0

5
= 0. Με ηνλ ίδην θαλόλα, έρνπκε 

𝑥2 =
 𝛴1𝛴 𝛴3𝛴4 

 𝛢 
 = 

 𝛴1𝛴2  𝛴3𝛴4 

 𝛢 
=

 𝛢 

 𝛢 
= 1 

θαη ηέινο,  𝑥3 =
 𝛴1𝛴2𝛴2  𝛴4 

 𝛢 
=

0

5
= 0  θαη  𝑥4 =

 𝛴1𝛴2𝛴3  𝛴2 

 𝛢 
=

0

5
= 0. ( Οη νξίδνπζεο  𝛴1𝛴2𝛴2 𝛴4  

θαη   𝛴1𝛴2𝛴3 𝛴2  είλαη ίζεο κε κεδέλ, γηαηί θη απηέο έρνπλ δπν ζηήιεο ίζεο) . Σπλνςίδνληαο, ην 

ζύζηεκα έρεη κηα κόλν ιύζε ηελ 𝑥1 = 0 ,  𝑥2 = 1, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 0. 

Άζκηζη 2 

Να ιπζεί ην ζύζηεκα 

 

2𝑥1 −  𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 = 4
3𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 = 6
3𝑥1   − 𝑥2   − 𝑥3  + 2𝑥4 = 6
3𝑥1 −  𝑥2   + 3𝑥3   − 𝑥4 = 6

  . 

( Βοήθεια : Γείμηε όηη είλαη ζύζηεκα Cramer θαη γηα ηελ εύξεζε ηεο ιύζεο κε ηνλ θαλόλα ηνπ 

Cramer παξαηεξήζηε όηη είλαη 𝛴 = 2𝛴1. 

Απάνηηζη : Έρεη κηα κόλν ιύζε ηελ 𝑥1 = 2 ,  𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 0. ) 

Άζκηζη 3 

Να ιπζεί ην ζύζηεκα 

 

2𝜒 − 𝜓 + 3휁 = 9
3𝜒 − 5𝜓 + 휁 = −4
4𝜒 − 7𝜔 + 휁 = 5

  . 

Λύζη. Βξίζθνπκε ηηο βαζκίδεο ησλ πηλάθσλ  𝛢  θαη  𝛢 ⋮ 𝛴  . Έρνπκε 
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 𝛢 ⋮ 𝛴 =  
2 − 1  3   ⋮    9
3− 5   1  ⋮ −4
4 − 7   1  ⋮    5

 = 

𝛤2−𝛤1
𝛤3−2 𝛤1

 
 2 − 1     3 ⋮     9   
1− 4 − 2 ⋮ −13
0− 5 − 5 ⋮ −13

 → 

𝛤1−2 𝛤2
 −1 𝛤3

 

 0    7      7  ⋮    35   
1 − 4 − 2 ⋮ −13 

0    1       1 ⋮ −
13

5

 → 
𝛤1−7𝛤3

 

→   

0      0       0 ⋮    
266

5
   

 1 − 4  − 2 ⋮  −13    

0      1       1  ⋮  −
13

5
    

 → 
𝛤1⇆𝛤2

 

1− 4  − 2  ⋮ −13     

0      0       0  ⋮    
266

5
     

0     1       1  ⋮   −
13

5
   

 → 
𝛤2⇆𝛤3

 

1 − 4  − 2  ⋮   −13     

0     1       1  ⋮    −
13

5
   

0      0     0   ⋮       
266

5
 

  . 

Ο ηειεπηαίνο πίλαθαο, κε ηε ζηνηρ. πξ. 
5

266
 𝛤3 , γίλεηαη γ−θιηκαθσηόο. Άξα είλαη rank(A) = 2, 

rank 𝛢 ⋮ 𝛴 = 3, δει. είλαη rank(A) ≠ rank 𝛢 ⋮ 𝛴  θαη ην ζύζηεκα είλαη αζπκβίβαζην. 

Άζκηζη 4 

Να ιπζεί ην ζύζηεκα 

  

𝑥1 −  2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 1
𝑥1 −  2𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −1
𝑥1 −  2𝑥2 + 𝑥3 + 5𝑥4 = 5

  . 

( Απάνηηζη : Δίλαη ζπκβηβαζηό θαη έρεη ιύζεηο 

𝑥1 = 2𝛼 − 𝛽,  𝑥2 = 𝛼,   𝑥3 = 𝛽,   𝑥4 = 1 , 

όπνπ 𝛼,𝛽 είλαη απζαίξεηα ζηνηρεία 𝐹. ) 

Άζκηζη 5 

Να ιπζεί ην νκνγελέο ζύζηεκα 

  

2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 0
8𝑥1 +  12𝑥2 − 9𝑥3 + 8𝑥4 = 0
4𝑥1 + 6𝑥2 + 3𝑥3 − 2𝑥4 = 0
2𝑥1 + 3𝑥2 + 9𝑥3 − 7𝑥4 = 0

  . 

( Απάνηηζη :  Οη ιύζεηο ηνπ είλαη 

𝑥1 = −
3

2
𝛼 −

1

10
𝛽 ,  𝑥2 = 𝛼 , 𝑥3 =

4

5
𝛽 , 𝑥4 = 𝛽, όπνπ α, β είλαη απζαίξεηα ζηνηρεία ηνπ F. ) 

Άζκηζη 6 

Να ιπζεί θαη δηεξεπλεζεί γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 𝜆 ∈ ℝ ην ζύζηεκα 

 

𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1
2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝜆𝑥3 = 3
𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 3𝑥3 = 2

 .   

Λύζη. Αο πξνζπαζήζνπκε λα κεηαηξέςνπκε ηνλ επαπμεκέλν ηνπ πίλαθα ζε 𝛾 −θιηκαθσηό. 

Έρνπκε 
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 𝛢 ⋮ 𝛴 =  
1   1 − 1 ⋮   1
2   3    𝜆  ⋮   3
1    𝜆   3  ⋮   2

   → 

𝛤2−2𝛤1
𝛤3−𝛤1

   
1     1     − 1   ⋮   1
0      1     𝜆 + 2 ⋮   1
0  𝜆 − 1     4    ⋮   1

  → 
𝛤3−(𝜆−1)𝛤2

 
1     1     − 1   ⋮   1        
0    1     𝜆 + 2 ⋮   1        

  0     0     𝜑 𝜆  ⋮  −𝜆 + 2
 = 𝛣  

όπνπ  𝜑 𝜆 =4− 𝜆 − 1  𝜆 + 2 = 4−  𝜆2 + 𝜆 − 2 = − 𝜆2 + 𝜆 − 6 = − 𝜆 + 3 (𝜆 − 2). Σην 

ζεκείν απηό είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο 𝜑 𝜆 = 0 (δει. 𝜆 = 2 ή 

𝜆 = −3 ) θαη 𝜑(𝜆) ≠ 0. 

Ι) Αλ είλαη 𝜆 = 2, ηόηε είλαη 𝜑 𝜆 = 0 θαη ν πίλαθαο 𝛣 γίλεηαη 

𝛣 =  
1     1 − 1   ⋮  1 
0     1      4    ⋮  1 
 0     0      0    ⋮  0  

 =  𝛢(𝜅) ⋮ 𝛴(𝜅) , 

γίλεηαη δει. κηα 𝛾 −θιηκαθσηή κνξθή ηνπ  𝛢 ⋮ 𝛴 . Δπεηδή ηόηε είλαη r = rank(𝐴) = 2  αιιά θαη  

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ⋮ 𝛴 = 2, ην ζύζηεκα είλαη ζπκβηβαζηό θαη επεηδή είλαη 𝜈 − 𝑟 = 3 − 2 = 1, ένας μόνο  

άγνωστος παίξλεη απζαίξεηεο ηηκέο ( ν 𝑥3) θαη νη άγλσζηνη 𝑥1 θαη 𝑥2 ( νη νπνίνη βξίζθνληαη ζηηο 

ζηήιεο ησλ πξώησλ κε κεδεληθώλ ζηνηρείσλ ησλ κε κεδεληθώλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα  𝛢(𝜅) ⋮ 𝛴(𝜅) ) 

εθθξάδνληαη κνλόηηκα ζαλ ζπλαξηήζεηο ηνπ 𝑥3. Οη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 

𝑥3 = 𝛼, 𝑥2 = 1− 4𝛼 , 𝑥1 = 5𝛼 , 

 όπνπ α είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. 

ΙΙ) Αλ είλαη 𝜆 = −3, ηόηε είλαη 𝜑 𝜆 = 0 θαη ν πίλαθαο 𝛣 γίλεηαη 

𝛣 =  
1     1 − 1   ⋮  1 
0     1      4    ⋮  1 
 0     0      0    ⋮  5  

 → 

 
1

5
 𝛤3

 
1     1 − 1   ⋮  1 
0     1      4    ⋮  1 
 0     0      0    ⋮  1  

 =  𝛢(𝜅) ⋮ 𝛴(𝜅)  . 

Δπεηδή ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη r = rank(𝐴) = 2 ≠ 3 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ⋮ 𝛴 , ην ζύζηεκα είλαη αζπκ-

βίβαζην (αδύλαην), δει. δελ έρεη ιύζεηο. 

ΙΙΙ) Αλ είλαη 𝜆 ≠ 2 θαη 𝜆 ≠ −3, ηόηε είλαη 𝜑(𝜆) ≠ 0 θαη rank(𝐴) =  𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ⋮ 𝛴 = 3. Τν ζύζηεκα 

έρεη ηόηε κηα κόλν ιύζε, ηελ νπνία βξίζθνπκε (εύθνια) όηη είλαη ε 

𝑥1 = 1 , 𝑥2 = 𝑥3 =
1

𝜆+3
 . 

Άζκηζη 7 

Να ιπζεί θαη δηεξεπλεζεί γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 𝜆 ∈ ℝ ην ζύζηεκα 

 

𝜆𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1
𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 𝑥3 = 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝜆𝑥3 = 𝜆2
 .   

( Βοήθεια : Παξαηεξήζηε όηη πξόθεηηαη γηα έλα ζύζηεκα 𝐶𝑟𝑎𝑚𝑒𝑟  θαη δείμηε όηη είλαη 
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 𝛢 =  
𝜆  1  1
1  𝜆  1
1  1  𝜆

 = 

 𝛤1 

𝜆 ∙  
𝜆  1
1  𝜆

 − 1 ∙  
1  1
1  𝜆

 + 1 ∙  
1  𝜆
1  1

 = 

= 𝜆 𝜆2 − 1 −  𝜆 − 1 +  1− 𝜆 = 𝜆 𝜆 − 1  𝜆 + 1 − 2 𝜆 − 1 =  𝜆 − 1  𝜆2 + 𝜆 − 2 = 

= (𝜆 − 1)(𝜆 − 1) 𝜆 + 2 =  𝜆 − 1 2(𝜆 + 2). 

Απάνηηζη : (Ι) Γηα 𝜆 ≠ 1 θαη 𝜆 ≠ −2, ην ζύζηεκα έρεη κηα κόλν ιύζε 

𝑥1 = −  
𝜆+1

𝜆+2
 ,   𝑥2 =

1

𝜆+2
 ,   𝑥3 =

 𝜆+1 2

𝜆+2
 . 

(ΙΙ) Αλ 𝜆 = 1 , ηόηε ην ζύζηεκα έρεη ιύζεηο 

𝑥1 = 1 − 𝛼 − 𝛽 ,   𝑥2 = 𝛼 ,   𝑥3 = 𝛽, 

όπνπ 𝛼,𝛽 είλαη απζαίξεηα ζηνηρεία ηνπ ℝ. 

(ΙΙΙ) Αλ 𝜆 = −2 , ηόηε ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην.) 

5.6. Ιδιοηιμές και ιδιοδιανύζμαηα - Γιαγωνιοποίηζη  ηεηραγωνικού πίνακα 

5.6.1. Οριζμός. Τν 𝜆1 ∈ ℝ ιέγεηαη ιδιοηιμή ή σαπακηηπιζηική ηιμή ηνπ πίλαθα 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗  𝜈×𝜈 ∈

∈ ℝ 𝜈×𝜈   αλ θαη κόλν αλ, ππάξρεη κε κεδεληθόο πίλαθαο−γξακκή (δηάλπζκα) 𝛸 =  𝑥1   𝑥2  ⋯   𝑥𝜈  ∈

ℝ1×𝜈  , ηέηνηνο ώζηε λα είλαη 

𝛸𝛢 = 𝜆1𝛸 .                                                            (1) 

Ο πίλαθαο−γξακκή 𝛸 ιέγεηαη ηόηε ιδιοδιάνςζμα ή σαπακηηπιζηικό διάνςζμα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ 

αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή 𝜆1. 

5.6.2. Οριζμός. Τν σο πξνο 𝜆 πνιπώλπκν 

𝛸𝛢 λ =  Α − λΙν =  

α11 − λ       α12        ⋯       α1ν    
   α21       α22 − λ     ⋯       α2ν

  ⋯          ⋯      ⋯
       αν1             αν2       ⋯    ανν − λ

  ,                         (2) 

όπνπ 𝛪𝜈  είλαη ν κνλαδηαίνο 𝜈 × 𝜈 πίλαθαο, ιέγεηαη σαπακηηπιζηικό πολςώνςμο θαη ε εμίζσζε 

𝛸𝛢 λ = 0 ιέγεηαη σαπακηηπιζηική εξίζυζη ηνπ πίλαθα 𝛢. 

5.6.3. Παράδειγμα. Τα ραξαθηεξηζηηθά πνιπώλπκα ησλ πηλάθσλ 

𝛢 =  
   0  2
−1  0

        θαη       𝛣 =  
0  1  1
1  0  1
1  1  0

  

είλαη, αληίζηνηρα, ηα 

𝛸𝛢 λ =  Α − λΙ2 =   
   0  2
−1  0

 − 𝜆  
1  0
0  1

  =   
   0  2
−1  0

 +  
−𝜆       0
   0  − 𝜆

   = 
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=   
  0 − 𝜆    2− 0
−1 + 0   0− 𝜆

  =   
−𝜆      2
−1 − 𝜆

  =  
−𝜆     2 
−1− 𝜆 

  = −𝜆  −𝜆 + 2 = 𝜆2 + 2 

θαη 

𝛸𝛣 λ =  Β − λΙ3 =   
0  1  1
1  0  1
1  1  0

 −  
𝜆  0  0
0  𝜆  0
0  0  𝜆

  =   
−λ   1      1
1 − λ    1
1      1 − λ

  = 

=  
−λ     1      1
  1 − λ      1
   1      1 − λ

  = 
𝛤1+ 𝛤2+𝛤3 

 
2− 𝜆  2− 𝜆  2− 𝜆

1         – 𝜆        1
1            1   − 𝜆

 = 

1
2−𝜆

 𝛤1

 2− 𝜆  
1            1        1
1         – 𝜆        1
1            1   − 𝜆

 = 

𝛤2−𝛤1
𝛤3−𝛤1

 

= −(𝜆 − 2) 
1         1               1

0    – 𝜆 − 1         0
   0       0       − 𝜆 − 1

  = −(𝜆 − 2)(𝜆 + 1)2. 

5.6.4. Πρόηαζη. Τν 𝜆1 ∈ ℝ είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗  𝜈×𝜈 ∈ ℝ 𝜈×𝜈   αλ, θαη κόλν αλ, είλαη 

ξίδα ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ  

𝛸𝛢 λ =  Α − λΙν  , 

 ηνπ πίλαθα 𝛢. Τα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθνπλ ζηελ ηδηνηηκή 𝜆1 είλαη νη κε κεδελη-

θέο ιύζεηο ηνπ νκνγελνύο ζπζηήκαηνο 

 𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼𝜈 𝑋
𝑡 = 0 .                                                  (3) 

5.6.5. Παραηήρηζη. Μηα ξίδα 𝜆1 ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πνιπσλύκνπ ηνπ πίλαθα 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗  𝜈×𝜈  ∈ 

∈ ℝ 𝜈×𝜈   είλαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα 𝛢 αλ, θαη κόλν αλ, 𝜆1 ∈ ℝ. 

5.6.6. Παράδειγμα. Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 

𝛢 =  
  0   1
−1   0  

 ∈ ℝ2×2. 

Λύζη. Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν  

𝛸𝛢 𝜆 =  𝛢 − 𝜆𝛪2 =  
0 − 𝜆       1   
−1       0 − 𝜆

 =  
−𝜆       1
−1 − 𝜆

 = 𝜆2 + 1 

ηνπ πίλαθα 𝛢 δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο, άξα ν πίλαθαο 𝛢 δελ έρεη ηδηνηηκέο θαη ζαλ ζπλέπεηα δελ 

έρεη θαη ηδηνδηαλύζκαηα. 

5.6.7. Παράδειγμα. Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 

𝛣 =  
1     0    0
0     2    3
 0 − 1    1

 ∈ ℝ3×3 . 

Λύζη. Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα 𝛣 είλαη ην 
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𝛸𝛣 𝜆 =  𝛣 − 𝜆𝛪3 =  
1 − 𝜆    0        0   

0    2− 𝜆     3 
  0 − 1      1− 𝜆

  = 

 𝛤1 

 1− 𝜆  
2 − 𝜆    3  

  −1    1− 𝜆
 = 

=  1 − 𝜆   2− 𝜆  1− 𝜆 + 3 = − 𝜆 − 1  𝜆2 − 3𝜆 + 5  . 

Απηό έρεη κηα κόλν πξαγκαηηθή ξίδα 𝜆1 = 1 , αθνύ ην ηξηώλπκν 𝜆2 − 3𝜆 + 5 έρεη κηγαδηθέο ξίδεο. 

Δπνκέλσο ν πίλαθαο 𝛣 έρεη κηα κόλν ηδηνηηκή 𝜆1 = 1. Γηα λα βξνύκε ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ 𝛣 πνπ 

αλήθνπλ ζηελ ηδηνηηκή 𝜆1 ιύλνπκε ην νκνγελέο ζύζηεκα 

 𝛣𝑡 − 𝜆1𝛪3 𝛸
𝑡 = 0 ⇔   𝛣𝑡 − 𝛪3 𝛸

𝑡 = 0 .                                       (4) 

Γηα λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα (4) βξίζθνπκε κηα 𝛾 −θιηκαθσηή κνξθή ηνπ πίλαθά ηνπ 𝛣𝑡 − 𝛪3 . 

Έρνπκε 

𝛣𝑡 − 𝛪3 =  
1   0    0
0   2 − 1
0   3     1

 −  
1  0  0
0  1  0
0  0  1

 =    
0   0    0 
0   1 − 1
 0   3     0 

  

θαη 

𝛣𝑡 − 𝛪3 → 
𝛤3−3𝛤2

   
0   0    0 
0   1 − 1
 0   0     3 

 → 

𝛤1⇆ 𝛤2
1
3
𝛤3

  
0     1 − 1 
0     0     0 
0     0     1 

 → 
𝛤2⇆𝛤3

  
0     1− 1 
0     0     1 
0     0     0 

 =  𝛣𝑡 − 𝛪3 
(𝜅). 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα (4) είλαη ηζνδύλακν κε ην  

 

0𝑥1 + 1𝑥2 − 1𝑥3 = 0
0𝑥1 + 0𝑥2 + 1𝑥3 = 0
0𝑥1 + 0𝑥2 + 0𝑥3 = 0

  ,      δει. ην       
𝑥2 − 𝑥3 = −0 ∙ 𝑥1

        𝑥3 = −0 ∙ 𝑥1

  

θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 𝑥1 = 𝑎,  𝑥2 = 𝑥3 = 0, όπνπ α είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. Τα ηδηνδηα-

λύζκαηα ηνπ πίλαθα 𝛣, πνπ αλήθνπλ ζηελ ηδηνηηκή ηνπ 𝜆1 = 1, είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ 

  𝛼  0   0   : 𝛼 ∈ ℝ,  𝛼 ≠ 0  . 

5.6.8. Παραηήρηζη. Οη ηδηνηηκέο ελόο άλσ ( ή θάησ) ηξηγσληθνύ πίλαθα ( άξα θαη ελόο δηαγσλίνπ 

πίλαθα) είλαη ηα ζηνηρεία ηεο πξσηεύνπζαο δηαγσλίνπ ηνπ. 

5.6.9. Πρόηαζη. Γηα θάζε αληηζηξέςηκν πίλαθα 𝛲 ∈ ℝ𝜈×𝜈  νη πίλαθεο 𝛢  θαη  𝛲𝛢𝛲−1 έρνπλ ην ίδην 

ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν, δει. είλαη 

 𝛢 − 𝜆 𝛪𝜈 ≡  𝛲𝛢𝛲−1 − 𝜆 𝛪𝜈 . 

5.6.10.  Οριζμός. Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 𝛢 =  𝛼𝑖𝑗  𝜈×𝜈 ∈ ℝ 𝜈×𝜈   ιέγεηαη διαγυνιοποιήζιμορ 

πίνακαρ  ή πίνακαρ πος διαγυνιοπιοείηαι , αλ ππάξρεη αληηζηξέςηκνο πίλαθαο 𝛲 ∈ ℝ 𝜈×𝜈   ηέηνηνο 

ώζηε ν πίλαθαο  𝛲𝛢𝛲−1 λα είλαη δηαγώληνο, δει. λα είλαη 

𝛲𝛢𝛲−1 = 𝐷𝑖𝑎𝑔 𝑎1,𝑎2,⋯ ,𝑎𝜈 .                                            (5) 
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5.6.11. Παραηήρηζη. Δπεηδή νη πίλαθεο 𝛢 θαη 𝛲𝛢𝛲−1 έρνπλ ην ίδην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν, 

απηνί έρνπλ θαη ηηο ίδηεο ηδηνηηκέο. Αθόκε, επεηδή νη ηδηνηηκέο ελόο δηαγώληνπ πίλαθα είλαη ηα ζηνη-

ρεία ηεο πξσηεύνπζο δηαγσλίνπ ηνπ, από ηελ ηζόηεηα (5) πξνθύπηεη όηη νη ηδηνηηκέο ηνπ Α είλαη νη :   

𝑎1,𝑎2,⋯ ,𝑎𝜈 . 

5.6.12. Πρόηαζη. Αλ ν πίλαθαο 𝛢 ∈ ℝ 𝜈×𝜈   έρεη 𝜈 δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο  𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝜈 ∈ ℝ, ηόηε 

δηγσληνπνηείηαη. Κάζε πίλαθαο 𝛲 ηεο κνξθήο 

𝛲 =  

𝑥11   𝑥12   ⋯  𝑥1𝜈

𝑥21   𝑥22   ⋯  𝑥2𝜈

⋯    ⋯    ⋯
𝑥𝜈1   𝑥𝜈2   ⋯  𝑥𝜈𝜈

  , 

όπνπ 𝛸1 =  𝑥11   𝑥12   ⋯  𝑥1𝜈   , 𝛸2 =  𝑥21   𝑥22   ⋯  𝑥2𝜈   ,  𝛸𝜈 =  𝑥𝜈1   𝑥𝜈2   ⋯  𝑥𝜈𝜈   , είλαη ηδηνδηα-

λύζκαηα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθνπλ ζηηο ηδηνηηκέο ηνπ 𝜆1,𝜆2,⋯ , 𝜆𝜈  , δηαγσληνπνηεί ηνλ 𝛢, δει. 

επαιεζεύεη ηελ ηζόηεηα 

𝛲𝛢𝛲−1 = 𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝜈  . 

5.6.13. Παράδειγμα. Να δεηρηεί όηη ν πίλαθαο  

𝛢 =  
1     1
3 − 1

 ∈ ℝ2×2 

δηαγσληνπνηείηαη θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξεζεί έλαο 2 × 2 πίλαθαο 𝛲 ν νπνίνο λα ηνλ δηαγσληνπνηεί. 

Λύζη. Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα 𝛢 είλαη ην  

𝛸𝛢 𝜆 =  𝛢 − 𝜆 𝛪2 =  
1− 𝜆         1    
   3     − 1 − 𝜆

 =  𝜆 − 1  𝜆 + 1 − 3 = 

= 𝜆2 − 4 = 𝜆2 − 22 =  𝜆 − 2 (𝜆 + 2) 

θαη έρεη δπν δηάθνξεο κεηαμύ ηνπο πξαγκαηηθέο ξίδεο 𝜆1 = 2  θαη 𝜆2 = −2. Δπνκέλσο ν 2 × 2 πίλα-

θαο 𝛢 έρεη δπν δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο θαη ζαλ ζπλέπεηα δηαγσληνπνηείηαη.  

Βξίζθνπκε ηώξα έλα ηδηνδηάλπζκα 𝛸1 ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή 𝜆1 θαη έλα ηδηνδηάλπ-

ζκά ηνπ 𝛸2 πνπ αλήθεη ζηελ ηδνηηκή 𝜆2. 

Ιδιοηιμή 𝝀𝟏 = 𝟐 .                𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼2 =  
1     3
1 − 1

 − 2  
1  0
0  1

 =  
−1      3   

1 − 3
 → 
𝛤2+𝛤1

 

→   
 −1   3 
    0    0

 → 
 −1 𝛤1

 
 1−  3

    0      0  
  =  𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼2 

(𝜅). 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα  𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼2 𝛸
𝑡 = 0 είλαη ηζνδύλακν κε ηελ εμίζσζε 

𝑥1 − 3𝑥2 = 0 
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θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 𝑥2 = 𝛼 ,  𝑥1 = 3𝛼 , όπνπ 𝛼 είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. Έλα ηδηνδηάλπ-

ζκα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή ηνπ  𝜆1 = 2 είλαη ην  

𝛸1 =  3   1  . 

Ιδιοηιμή 𝝀𝟐 = − 𝟐 .                   𝛢𝑡 − 𝜆2𝐼2 =  
1     3
1− 1

 + 2  
1  0
0  1

 =  
3      3 
1     1 

 → 

1

3
𝛤1

 

→   
1      1 
1      1

   →   
𝛤2−𝛤1

 
1      1 
0      0

 =  𝛢𝑡 − 𝜆2𝐼2 
(𝜅). 

Δπνκέλσο ην ζύζηεκα  𝛢𝑡 − 𝜆2𝐼2 𝛸
𝑡 = 0 είλαη ηζνδύλακν κε ηελ εμίζσζε 

𝑥1 + 𝑥2 = 0 

θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 𝑥2 = − 𝛼 ,  𝑥1 = 𝛼 , όπνπ 𝛼 είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. Έλα ηδηνδηάλπ-

ζκα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή ηνπ  𝜆2 = − 2 είλαη ην  

𝛸2 =  1  − 1  . 

Άξα έλαο πίλαθαο 𝛲, ν νπνίνο  δηαγσληνπνηεί ηνλ 𝛢 είλαη ν 

𝛲 =  
𝛸1

𝛸2
 =  

3     1
1− 1

  . 

Πξάγκαηη, είλαη                             𝛲− 1 =
1

(−4)
 
−1− 1
−1     3

  = 
1

4
 
1     1
1 − 3

    

θαη                  𝛲𝛢𝛲−1 =  
3     1
1 − 1

 ∙  
1     1
3 − 1

 ∙ 𝛲− 1 =  
6   2

−2    2  
 ∙

1

4
∙  

1     1
1 − 3

 =
1

4
 
8      0
0 − 8

 = 

=  
2     0
0 − 2

 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 2 − 2 = 𝑔𝑖𝑎𝑔 𝜆1  𝜆2  . 

5.6.14. Παράδειγμα. Να δεηρηεί όηη ν πίλαθαο 

𝛢 =  
1    0     0
1    0− 2
−1   1 − 3  

 ∈ ℝ3×3 

δηαγσληνπνηείηαη θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξεζεί έλαο πίλαθαο 𝛲 πνπ λα ηνλ δηαγσληνπνηεί. 

Λύζη. Βξίζθνπκε πξώηα ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα 𝛢. Τν ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πνιπώλπκν 

𝛸𝛢 𝜆 =  𝛢 − 𝜆 𝛪3 =  
1 − 𝜆    0         0
 1   − 𝜆   − 2

  −1        1 − 3 − 𝜆
 = 
 𝛤1 

 1− 𝜆  
−𝜆   − 2      
1 − 3 − 𝜆

 = 

= − 𝜆 − 1  𝜆 𝜆 + 3 + 2 = − 𝜆 − 1  𝜆 + 1 (𝜆 + 2) 
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έρεη ηξεηο δηαθεθξηκέλεο ξίδεο 𝜆1 = 1 , 𝜆2 = −1 , 𝜆3 = −2. Δπνκέλσο ν πίλαθαο 𝛢 έρεη ηξεηο 

δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο θαη άξα δηαγσληνπνηείηαη. Βξίζθνπκε ηώξα ηα ηδηνδηαλύζκαηα ( έλα γηα 

θάζε ηδηνηηκή) ηνπ 𝛢 πνπ αλήθνπλ ζηηο ηδηνηηκέο ηνπ 𝜆1 = 1 , 𝜆2 = −1 , 𝜆3 = −2. 

Ιδιοηιμή  𝝀𝟏 = 𝟏 :  Έρνπκε 

𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼3 =  
1     1− 1
0     0     1
 0− 2 − 3

 − 𝛪3 =  
0     1 − 1
0 − 1      1
0 − 2 − 4

 → 

𝛤2+𝛤1
𝛤3+2𝛤1

 

→   
0    1− 1
0    0      0
0   0 − 6

 → 
(−6)𝛤3

 
0    1 − 1
0     0     0
0     0     1

   → 
𝛤2⇆𝛤3

  
0    1− 1
0     0     1
0     0     0

 =  𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼3 
(𝜅) 

θαη άξα ην ζύζηεκα  𝛢𝑡 − 𝜆1𝐼2 𝛸
𝑡 = 0 είλαη ηζνδύλακν κε ην 

 
𝑥2 − 𝑥3 = − 0 ∙ 𝑥1

        𝑥3 = −0 ∙ 𝑥1

  

θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 𝑥1 = 𝛼 , 𝑥2 = 0 ,   𝑥3 = 0 , όπνπ 𝛼 είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. Έλα 

ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή ηνπ  𝜆1 = 1 είλαη ην  

𝛸1 =  1  0   0  . 

Ιδιοηιμή  𝝀𝟐 = −𝟏 :  Έρνπκε 

𝛢𝑡 − 𝜆2𝐼3 =  
1     1− 1
0     0     1
 0− 2 − 3

 + 𝛪3 =  
2     1 − 1
0      1      1
0 − 2 − 2

 → 
𝛤3+2𝛤2

 

→   
2     1 − 1
0     1      1
0      0      0

 → 

1
2
𝛤1

 
1    

1

2
−

1

2
0     1     1
0     0     0

  =  𝛢𝑡 − 𝜆2𝐼3 
(𝜅) 

θαη άξα ην ζύζηεκα  𝛢𝑡 − 𝜆2𝐼3 𝛸
𝑡 = 0 είλαη ηζνδύλακν κε ην 

 𝑥1 +
1

2
𝑥2 =

1

2
𝑥3

              𝑥2 = −𝑥3

  

θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 𝑥3 = 𝛼 , 𝑥2 = −𝛼 ,   𝑥1 = 𝛼, όπνπ 𝛼 είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. Έλα 

ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή ηνπ  𝜆1 = −1 είλαη ην  

𝛸2 =  1 − 1    1  . 

Ιδιοηιμή  𝝀𝟑 = −𝟐 :  Έρνπκε 

𝛢𝑡 − 𝜆3𝐼3 =  
1     1− 1
0     0     1
 0− 2 − 3

 + 2𝛪3 =  
3     1 − 1
0      2      1
0 − 2 − 1

 → 
𝛤3+𝛤2
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→   
3     1 − 1
0     2      1
0     0      0

 → 

1
3
𝛤1

1
2
𝛤2

 
 
 
 
 1    

1

3
−

1

3

0     1     
1

2
0     0     0 

 
 
 
 

 =  𝛢𝑡 − 𝜆3𝐼3 
(𝜅) 

θαη άξα ην ζύζηεκα  𝛢𝑡 − 𝜆3𝐼3 𝛸
𝑡 = 0 είλαη ηζνδύλακν κε ην 

 
𝑥1 +

1

3
𝑥2 =

1

3
𝑥3

                 𝑥2 = −
1

2
𝑥3

  

θαη νη ιύζεηο ηνπ είλαη 𝑥3 = 𝛼 , 𝑥2 = −
1

2
𝛼 ,   𝑥1 =

1

2
𝛼, όπνπ 𝛼 είλαη απζαίξεην ζηνηρείν ηνπ ℝ. 

Έλα ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα 𝛢 πνπ αλήθεη ζηελ ηδηνηηκή ηνπ  𝜆3 = −2 είλαη ην  

𝛸3 =  1 − 1    2  . 

Δπνκέλσο έλαο πίλαθαο πνπ δηαγσληνπνηεί  ηνλ 𝛢 είλαη ν  

𝛲 =  
𝛸1

𝛸2

𝛸3

 =  
1     0   0
1− 1   1
1− 1   2

  . 

Πξάγκαηη,                                                 𝛲−1 =  
1     0   0
1 − 2   1
1 − 1   1

  

θαη                 𝛲𝛢𝛲−1 =  
1     0   0
1 − 1   1
1 − 1   2

 ∙  
1    0     0
1    0 − 2
−1   1− 3  

 ∙ 𝛲−1 =  
1     0    0
−1   1 − 1
−2   2 − 4

 ∙  
1     0   0
1 − 2   1
1 − 1   1

 = 

=  
1     0       0
0 − 1      0
 0      0 − 2 

 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 1 − 1 − 2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆1  𝜆2  𝜆3  . 

5.6.14. Αζκήζεις 

Άζκηζη 1. Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 

𝛢 =  
7 − 5
6 − 4

 ∈ ℝ2×2 . 

( Απάνηηζη :  Ιδηνηηκή 𝜆1 = 1 ,  ηδηνδηαλύζκαηα   – 𝛼,𝛼 ∶ 𝛼 ∈ ℝ,𝛼 ≠ 0 . 

Ιδηνηηκή 𝜆2 = 2 ,  ηδηνδηαλύζκαηα   –
6

5
𝛼,𝛼 ∶ 𝛼 ∈ ℝ,𝛼 ≠ 0  . ) 

Άζκηζη 2 

Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 
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𝛣 =  
2  − 1    2
5  − 3     3
−1      0− 2  

 ∈ ℝ3×3 . 

( Απάνηηζη : Χαξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝛸𝛣 𝜆 = − 𝜆 + 1 3, κηα κόλν ηδηνηηκή 𝜆1 = −1, 

 ηδηνδηαλύζκαηα   2𝛼,−𝛼,𝛼 ∶ 𝛼 ∈ ℝ,𝛼 ≠ 0 .) 

Άζκηζη 3 

Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 

𝛢 =  
5  − 6  − 6

−1       4        2   
  3  − 6   − 4  

 ∈ ℝ3×3 . 

( Απάνηηζη : Χαξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝛸𝛢 𝜆 = −(𝜆 − 1) 𝜆 − 2 2. Γπν ηδηνηηκέο 𝜆1 = 1, 

𝜆2 = 2 .  

 Ιδηνηηκή 𝜆1 = 1 , ηδηνδηαλύζκαηα   −
1

2
𝛼, 𝛼, 𝛼 ∶ 𝛼 ∈ ℝ,𝛼 ≠ 0 . 

Ιδηνηηκή 𝜆2 = 2 , ηδηνδηαλύζκαηα   
1

3
𝛼 − 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∶ 𝛼 ∈ ℝ,𝛼 ≠ 0 ή 𝛽 ≠ 0 . 

Άζκηζη 4 

Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα 

𝛢 =  
0 − 4   − 4 

  1      4   − 3   
  1       2   − 1  

 ∈ ℝ3×3 . 

( Απάνηηζη : Χαξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝛸𝛢 𝜆 = − 𝜆 − 2 (𝜆2 − 𝜆 + 8). 

Μηα ηδηνηηκή 𝜆1 = 2 , ηδηνδηαλύζκαηα   0,−𝛼, 𝛼 ∶ 𝛼 ∈ ℝ,𝛼 ≠ 0 . ) 

Άζκηζη 5 

Να δεηρηεί όηη ν πίλαθαο 

𝛢 =  
2   1
2   3

 ∈ ℝ2×2 

δηαγσληνπνηείηαη θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξεζεί πίλαθαο ν νπνίνο λα ηνλ δηαγσληνπνηεί. 

( Απάνηηζη : Χαξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 𝛸𝛢 𝜆 =  𝜆 − 1  𝜆 − 4  . 

Γπν ηδηνηηκέο 𝜆1 = 1 , 𝜆2 = 4 . Έλαο πίλαθαο ν νπνίνο ηνλ δηαγσγληνπνηεί είλαη ν 𝛲 =  
2 − 1
1    1

  . ) 

Άζκηζη 6 

Αο είλαη 𝛢,𝛲 δπν πίλαθεο ηνπ ℝ𝜈×𝜈  ηέηνηνη ώζηε λα ηζρύεη 
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𝛲𝛢𝛲−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑎1 𝑎2  ⋯  𝑎𝜈  . 

Να δεηρηεί όηη : 

(α)                                                  𝛲𝛢𝜅𝛲−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝛼1
𝜅   𝛼2

𝜅  ⋯  𝛼𝜈
𝜅  

(β)                                                   𝛢𝜅 = 𝛲−1 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝛼1
𝜅   𝛼2

𝜅  ⋯  𝛼𝜈
𝜅  𝑃, 

γηα θάζε 𝜅 ∈ ℕ. 

Άζκηζη 7 

Σηεξηδόκελνη ζηηο Αζθήζεηο 5 θαη 6 λα βξείηε ηελ εθαηνζηή δύλακε 𝛢100  ηνπ πίλαθα 

𝛢 =  
2   1
2   3

  . 

( Απάνηηζη :  

𝛢100 =  
    

1

3
 2 + 4100           

1

3
 −1 + 4100  

1

3
 −2 + 2 ∙ 4100     

1

3
 1 + 2 ∙ 4100 

  . ) 

 


